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Bat ddu

Hoc liéu “Pudng tiém can” giup em dung gidi han d€ xac dinh tiém cin dung, ngang va xién cta
d6 thi ham s6. Em sé tap xét dung tap xac dinh, phan biét cac phia tién t6i va dung giGi han d€ giai
thich hinh vé. V6i bai toan thuc té, két ludn phéi phut hgp véi di€u kién va don vi ma mo hinh da
cho. Bai Kiém tra danh gia muc tiéu ctia hoc liéu, khong mo phdng cdu truc dé thi t6t nghiép.

Mot di€m bi loai khdi tap xac dinh c6 luon tao ra tiém cin diing khong? D6 thi da cit mot dudng
thdng con co thé tién sat dudng &y G rat xa khong? Hai dau cia ciing mot do thi co thé tién sat hai
duong khac nhau khong?

Hoc xong, em can lam dugc gi?

Sau khi hoc va ty 1am, em cin co6 thé:

Muc tiéu Viéc em cdn lam dugc

Gitt tdp xac dinh va phan | Gilt dung tap xac dinh; phan biét gia trj tai mot diém véi hanh vi clia ham

biét giéi han véi gid tri s6 khi bién tién gin diém dy.

Tim tiém can ngang Xét riéng hai dau vo cuc, néu phudng trinh va huéng tuong ting; khong
dém trung dudng.

Tim tiém can ddng Dung it nhit mot giGi han mdt phia vo cuc hgp 16; gitt ding dau va phia.

Tim tiém can xién Tim du phuong trinh dudng thdng, ki€ém phan chénh l1&ch ti€n vé 0 &
huéng dang xét va ndi két qua véi hinh.

No6i dit kién v6i hinh N6i cong thtic, di kién gisi han va nhanh d6 thi; gidi thich vi sao do thi

¢6 thé cit duong tiém can.
Dién gidi m6 hinh Chon két luan vira da di kién va dién gii két qua trong mo hinh dugc
cho, dung diéu kién va don vi.

Panh gia va stta 1ap luan Gitt phan dang, stta dung 1i do; khi cin xac nhan sau stia, tu 1am ciu phu
hgp con chua xem 16i gidi.

Tién quyét

Em cén bién d6i dudc phan thuc, xét ddu don gian va doc ki hiéu gidi han. Cac nhiém vu Khéi dong
(trang 5) gitp em ty ki€m bon thao tac nén nay trude khi vao phan hoc. Néu thi€u thao tac nao,
dung dung phan On nén (m4 trén trang hoc liéu) dugc dan trong bai. Pao ham khong bit budc trong
cidc nhiém vu chinh.

Nhanh Phoi hgp (md trén trang hoc liéu) can kién thiic vé gia tri 16n nhit, nho nhat trén tip dang
xét. Nhanh Chuyén giao (md trén trang hoc liéu) cdn doc dudc gidi han chtta cin va tri tuyét dai.
Hai nhanh 1a lya chon thém.

Cach hoc

Chuén bj gidy dé giit bai ty 1am va ghi i do cho ting két luan. Ty tra 15i trudc khi mé phan déi chiéu.
Em c6 thé chia Bai hoc va Luyén tap thanh nhiéu budi; riéng mot lugt Kiém tra phéi thuc hién lién
tuc theo huéng dan cta phin dy. Khéi dong chi khdo sat mot s6 thao tic nén, khong kiém hét tién
quyét hodc ching nhan dat ca goi.
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Néu can hoc ti ddu, 1am Khai dong (trang 5), rdi doc Gisi han mé ta hanh vi cia ham s6 (trang 6). G
moi muc kién thic, thi trd 16i Ggi mé trude khi doc phan gidi thich; Ggi mé khong thay nhiém vu
cudi mdi muc. Cau Nhiém vu trong Bai hoc c6 16i gidi riéng.

Chon ngi bat dau

« Can hoc hodc nhd lai khai niém: vao Bai hoc (trang 5).

« Da hiéu va mudn ty 1am: vao Luyén tap (md trén trang hoc liéu).

« Pa chudn bi ki hodc dl tu tin: ¢ thé vao Kiém tra (md trén trang hoc liéu), ké ca chua lam cac
phan trudc.

« Pén ngay hen: chon lugt 8 On lai (m& trén trang hoc liéu).

Do 1a cac diém vao theo nhu ciu. Viéc bé qua mot phan khong tu cho bi€t em da 1am cha phén &y.

Bdn d6 hoc

Bai hoc (trang 5) — Luyén tap (md trén trang hoc liéu) — Kiém tra (m4 trén trang hoc liéu) — On
lai (md trén trang hoc liéu)

Day 1a tién trinh dugc khuyén nghi va th tu tra doc. Em dudc chon diém vao, di t6i hodc quay lai
theo nhu cau; khong phai hoan tat 1an lugt moi phan méi dugc vao phan ti€p theo. Phan bé qua
khong tu dugc xem 1a da dat. On lai thuc hién theo ngay hen.

On nén, L&i giai, Stra 16i vd Nhat ki 1a cac hd trg dudc goi khi cin, theo bang dudi. Sau hd trg, tré vé
dung nhiém vy hodc Piém dung dang vudng.

Khi can hé trg

Khi cén Mé phén ndo? Sau dé lam gi?
Nhé lai mot khéi niém ctia | Pung muc trong Bai hoc Trd vé cau dang vuéng
goi (trang 5)

BG6 sung cach doc gi6i han = Pung phan On nén (mé trén Ty lam ciu nén roi trd vé bai goc
hoic bién ddi trang hoc liéu)

Ddi chiéu hodc sta bai da | Loi giai (md trén trang hoc Kiém dung phan con sai bing cau phu
lam liéu), roi Stra 16i (md trén trang = hgp chua xem dép an

hoc liéu) néu can
Luu quyét dinh hodc noi Nhét ki (md trén trang hoc Ghi dii kién da c6, khong can ghi sau
tiép tuc liu) moi thao tac

Gitl bai tu 1am trudc khi mé trg gitap; khi d6i chiéu, xem cd 1i do va két ludn. Néu da nhan trg giup,
ghi riéng phan 1am dugc sau do. Cau da xem dap an dung dé hoc lai, khong tinh 1 14n ty [am méi.
Riéng trong mot lugt Kiém tra, em phai ty luc hoan toan. Néu cAn md Bai hoc, On nén, Stra 16i hodc
Loi gidi @€ trg giup, hay két thac lugt va gitt bai ban dau trudc. Néu vao thing mot phan hé trg, chon
ciu hoidc hoat dong em muon trd ve.
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Khi ndo hodn tat lugt chinh?

Hoan tat lugt chinh khi bai lam tu luc cho thdy em dap Gng cac muc tiéu thi€t yéu va nhiing 16i cdn
trg viéc hoc ti€p da dugc ki€m lai bdng cau phu hgp chua gip trude do. Dung bang sau Kiém tra (md
trén trang hoc liéu) d€ xem tiing muc tiéu, khong chi d€m dap s6 dung. Néu chua c6 cAu méi phu
hgp hodc con sai sau ho trg, ghi ro phan chua x4c nhan va ti€p tuc phan doc 1ap da nén.

Khi hoan tit, ghi ngay gdéc va hen On lai sau khoang 2-3 ngay, 7 ngay va 3-4 tudn. Em c6 thé hoc
ti€p ndi dung pht hgp trong khi chd lich 6n; két qua lam dudc ngay sau hoc chua cho biét em con
nhd sau nhiéu ngay.
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Bai hoc

Céu héi din dudng

Tu cong thiic hodc dit kién gidi han, ta biét d6 thi tién gin dudng nao, & phia nao, va con diéu
gl chua biét?

Trudc mobi két ludn, hay xac dinh tdp dang xét, huéng bién tién tGi va bi€u thuc can 1dy gidi
han. Sau d6 n6i két qué véi phuong trinh dudng thing va ding nhanh trén hinh.

Hoc liéu chua thuc hién toan bd quy trinh khdo sat ham s6; khong yéu cau bién luin tham s6
ho#c tinh dao ham trong cic nhiém vu chinh. Hai nhanh Phéi hgp va Chuyén giao 1a lya chon
thém.

Khéi dong

Ty lam bon nhiém vu trén gidy trudc khi md 16i gidi. Sau khi d6i chiéu, dung bang chon phan can 6n
dé xtr 1i thao tac nén con vudng. Khong cin tinh diém hodc biét trude tén cac dudng tiém can.

Nhiém vu 01 — Giir tap xdc dinh khi rut gon

x2—100

Chor(x) = "

P
rat gon biéu thic trén tip xac dinh 4y. Sau rut gon, em ¢ dudc thém 10 vao tap xac dinh hoic viét
gia tri r(10) khong?

VGi tap xac dinh gom tat cd cac gid tri lam cong thuc c6 nghia. Ghi tap xac dinh,

Xem 16i gidi (m@ trén trang hoc liéu).

Nhiém vu 02 — Doc hudng va xét dau

Véi p(x) = —il, hiy dién td x — 1~ vd x — 1* bing 16i. G méi phia, x4c dinh ddu ctia mAu réi tinh
x—

giGi han tuong ting. Bai nay chua yéu cau goi tén dudng tiém can.

Xem 106i gidi (m4 trén trang hoc liéu).

Nhiém vu 03 — Xét riéng hai dau vé cuc

Tinh lim,,_ , o, q(x) valim,_, _ q(x) v6i q(x) = 4x—:21. Viét phép chia cd ti va miu cho x dé 1am ro
X

két qud; khong thay “vo cuc” vao cong thiic nhu mot so.

Xem 16i gidi (md trén trang hoc liéu).

Nhiém vu 04 — Kiém thuong va phdan du

2x%4+x+5

Viet A(x) =

- thanh mot bi€u thtic bac nhit cong phan du trén mau. Ghi diéu kién cta x, roi
X x D . by 2 R 7 oA
kiém phép chia bing cach 1dy mau nhan véi thuong va cong phan du. Bai nay chi ki€m phép bién

d6i, chua yéu ciu két luan vé tiém can.

Xem 16i gidi (md trén trang hoc liéu).
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DPiém dirng 01 — Sau khi lam xong

Giti bai 1am ro6i doi chiéu tiing cau. Cau con vuéng chi ra ding phan nén nén xem lai trong bang
du6i; khong can hoc lai moi tai nguyén. Néu da rd cd bon thao tac, chuyén sang muc Gidi han mo ta
hanh vi ciia ham s6 (trang 6). Lam dung Khéi dong chua c6 nghia da dat cac muc tiéu cta goi.

Chon diing phén cén 6n

Bai/diéu con vudng Phén cén 6n Tré lai bai

Nhiém vu 01 MAu khac 0 va diéu kién khi rat gon. Xem | Tré vé Nhiém vu 01 (trang 5),
Bién d6i phan thiic (md trén trang hoc liéu). | sta diéu kién roi tiép tuc

Nhiém vu 02 Hudng ti€n gan va ddu cta phin thttc. Xem | Tré vé Nhiém vu 02 (trang 5),
Gidi han mot phia (md trén trang hoc liéu). | giai thich lai ting phia

Nhiém vu 03 Chia theo bic va gidi han & hai dau. Xem Trd v€ Nhiém vu 03 (trang 5),
Gi6i han ¢ vo cuc (m6 trén trang hoc liu). | kiém hai huéng

Nhiém vu 04 Thuong, phan du va phép nhan ki€m lai. Trg v€ Nhiém vu 04 (trang 5),
Xem Bién d6i phan thtc (mé trén trang hoc | ki€m dung phép bién d6i
liéu).

Sau khi xem nén, tu lam cdu cuda tai nguyén néu chua gédp trudc dé roi trd lai cau dang vuéng. Lan
stiia cau Khéi dong da xem 15i gidi giup em hoc lai, khong dudc tinh 1a mot cau xac nhan doc lap
mdéi. Néu mot thao tac van chua rd, ghi phan con thi€u va doc dung phén gidi thich; khéng tu danh
dau da du nén.

1. Gidi han mé td hanh vi ctia ham sé
Gdi m& 01 — Gid tri tai diém va hanh vi lan can
Th trd 16i trudc khi doc tiép.
Hai cong thiic cing khong xac dinh tai mot hoanh do cé budc do thi c6 cing hanh vi & gin d6 khong?
Gia tri tai diém va gidi han khi tién gin di€ém dy dang tra 16i cing mot cAu héi hay hai cau héi khac
nhau?
Viéc khong x4c dinh tai mot di€m chua cho biét ham tién t6i dau & 1an cin. Gia tri tai diém va gidi
han cdn dugc xét riéng. Hay kiém lai nhin xét nay bing hai ham trong Vi du 01.
1.1. Gid tri, giGi han tai diém va gidi han & vé cuc
Ba cau héi sau khac nhau:
« Gia tri tai diém: f(a) c6 dudc xac dinh khong, va néu c6 thi bing bao nhiéu?
« Gidi han tai diém: khi x tién gin a theo mot phia dugc phép, f(x) tién t6i dau?

 Gidihan 6 vé cuc: khi x ting hodc gidm khong bi chin trong tap xac dinh, f(x) c6 hanh vi
thé nao?

GidGi han xét cac gia tri 6 gin mdc, khong tu b6 sung mot di€ém vao tip xac dinh. Khi x — +oo hodc
X — —o0, ta cting khong thay “vo cuc” vao cong thic nhu thay mot so.

On thi Todn THPT 2027 zomath.vn 6


https://zomath.vn/content/thpt/on_thi_toan_thpt/hoc_lieu/r1_g03/index.html?r1-view=bai-hoc#N-DS-01
https://zomath.vn/content/thpt/on_thi_toan_thpt/hoc_lieu/r1_g03/index.html?r1-view=bai-hoc#N-GH-02
https://zomath.vn/content/thpt/on_thi_toan_thpt/hoc_lieu/r1_g03/index.html?r1-view=bai-hoc#N-GH-03
https://zomath.vn/content/thpt/on_thi_toan_thpt/hoc_lieu/r1_g03/index.html?r1-view=bai-hoc#N-DS-01
https://zomath.vn/content/thpt/on_thi_toan_thpt/hoc_lieu/r1_g03/index.html?r1-view=bai-hoc#N-DS-01
https://zomath.vn

ZO Math - Budng tiém cdn Baihoc

1.2. Vi du 01 — Cung logi mét diém, hanh vi khac nhau

Xét
u(x)—ﬁ U(x)_x+2
Cox=2" Cx=2
Cé hai ham déu co tap xac dinh R \ {2}. V6i x # 2,
u(x)=x+2.

Do d6 lim,_,, u(x) = 4, nhung u(2) van khong dugc xac dinh. P6 thi u 1a dudng y = x + 2 bd diém
(2;4).

Véi v, ta viét

4

=1 .
v(x) +x—2

Khi x — 27, miu am va tién t6i 0 nén v(x) - —oco. Khi x — 2%, mau duong va tién t6i 0 nén
U(x) = +o0. Viéc cung loai x = 2 khong khién hai ham cé cung hanh vi gan 2.

~
~

Hinh 1. Gi4 tri tién tGi 1a 4, nhung diém (2; 4) bi loai.
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~
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Hinh 2. Ciing loai x = 2, nhung tung do khong tién t6i mot s6 hitu han.

1.3. Nhiém vu 05 — Rt gon c6 thém dudc mot diém khong?

2_
Cho r(x) = );—_11 véi tdp xac dinh gom tat cd cac gia tri lam cong thic cd nghia. Mot ban viét:
“r(x) = x + 1 nén r(1) = 2.” Hay chi r6 phan dang, phan sai; tim gidi han cda r(x) khi x — 1.

Xem 16i gidi (md trén trang hoc liéu). Néu vudéng di€u kién sau rat gon, xem Bién ddi phan thic (mé
trén trang hoc liéu), rdi tré lai cAu nay. Néu da hiéu, tié€p tuc muc 2.

2. Tiém cdn ngang: xét riéng hai déau vé cuc

Ggi m& 02 — Hai ddu cta db thi

Th trd 16i trudc khi doc tiép.

Khi x — 400, f(x) — 4. Tung do ctia diém trén d6 thi dang tién gin tung do ctia dudng thing nao?
Dt kién nay da cho biét hanh vi § dau trai chua?

Ta dang so f(x) vGi 4, tiic so tung d6 cua di€ém trén do thi véi tung do clia dudng y = 4. Dii kién chi
noi vé dau phai. Pinh nghia dudi day giup goi tén dudng dy va xét riéng tiing dau vo cuc. Mot diém
giao hitu han c6 mau thuin vé6i hanh vi & rdt xa khong? Hay giti cau héi nay khi doc cac vi du.

2.1. Binh nghia va y nghia

DPudng thdng y = L 1a mot tiém can ngang clia d6 thi y = f(x) néu it nhit mot trong hai diéu
kién sau duang:

lim f(x)=1L hodc lim f(x)=1L,
X—>—00

X—+00

trong d6 L 14 s6 thuc va huéng dang xét c6 nghia trén tip xac dinh.
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Chéng han, khi f(x) — L & ddu phai, d0 chénh tung do |f(x)— L| ti€n vé 0 khi x — +co. Dudng
ngang mo ta hanh vi & xa, khong budc dé thi phdi nim vé mot phia ctia dudng & moi diém.

Ngudn doi chiéu: Sach gido khoa Toadn 12, tdp mdt, bd Két ndi tri thiic v6i cude song, bai 3, trang 20 (trang 22
cta tép PDF), dinh nghia dudng tiém can ngang.
2.2.Vidu 02 — Hai déau cho ciing mdt dudng
Cho f(x) =4 — —, x # —2. Vi = — 0 khi x — +00 va khi x = —o0, ta c6
X+2 X+2

lim f(x)=4, lir_n f(x) =4.

X—>+00

D6 thi c6 tiém can ngang y = 4. Hai gi6i han ciing biing 4 xdc dinh mot dudng thing, khong phai
hai tiém cin khac nhau.

=

Hinh 3. D6 thi cta f trong Vi du 02; nét dit ngang bi€u dién y = 4.
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2.3. Vidu 03 — Hai ddu cé thé khdc nhau

Biét lim,_, ,  g(x) = 2 valim,_ _, g(x) = —3. D0 thi c6 hai tiém can ngang: y = 2 § dau phai va
y = —3 6 dau trai. Khong dugc lay két qua ctia dau phai 4p cho dau trai néu chua cé can cu.

]

Hinh 4. Mot d6 thi pht hgp véi hai gidi han da cho. D kién gidi han xac dinh két luan; hinh giup
hinh dung.

VGi phan thtc, c6 thé chia ca ti va mau cho liy thita thich hgp ctia x d€ tinh giGi han. Cin xét riéng
tiing huéng ma tap xac dinh cho phép. Chiang han, néu tip xac dinh 1a (4; +0), ta xét gi6i han khi
X — +o00; khong xét x — —oo Vi cac gid tri x trong tap nay déu 16n hon 4.

2.4.Vidu 04 — Cdt tiém can ngang tai mot diém
XétF(x) =2+ xziﬂ trén R. Khi x # 0, ta cé
X

L
— X
x2+1 1+i

x2

—> 0 khix — *oo.

Vivay lim,,, , F(x) = lim,_,_, F(x) = 2,nén y = 2 1a tiém can ngang. Nhung phuong trinh
F(x) = 2 tuong duong x = 0: d6 thi cit dudng ay tai (0; 2).
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~

Hinh 5. Diém giao hitu han va gi6i han G vo cuc 1a hai thong tin cung dung.

Khong c6 mau thudn: dinh nghia tiém can ngang yéu cdu do chénh tién vé 0 khi bién ra vo cuc,
khéng cam do chénh bang 0 tai mot hoanh dé httu han.
2.5. Nhiém vu 06 — Ghi cd dudng va hudéng

Biét lim,_, ., p(x) = —1valim,_,_, p(x) = 3. Hay viét cic tiém cin ngang cuing hudng tuong ing.
Mot ban chi ghi y = —1 da da chua?

Xem 16i gidi (m@ trén trang hoc liéu). Néu nham huéng, tré lai dinh nghia § dau muc nay. Néu chua
biét tinh gidi han & vo cuc, xem On nén (md trén trang hoc liéu), roi tré lai nhiém vu dang lam.

3. Tiém can diing: mo6t phia vé cuc da dua

Ggimé 03 — Mot phia tién t&i vo cuc

Thi trd 16i trudc khi doc tiép.

Khi x - 27, g(x) - +00. Hoanh d¢ dang ti€n gan mdc nao, tif phia nao? Tung do co tién t6i mot so
httu han khong?

Hoanh d6 tién t6i 2 tif phai, con tung d6 ting khong bi chan. D kién khong gan g(2) bing vo cuc: vo
cuc khong phéi mot gia tri thuc ctia ham s6. Néu gidi han trai hitu han, hanh vi phia phai nay c6 du
dé xac dinh mot dudng tiém can ding khong? Hay ddi chiéu véi diéu kién trong dinh nghia dudi day.
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3.1. Binh nghia va cdc phia dugc phép xét

Dudng thdng x = a 14 tiém can dung ctia d6 thi y = f(x) néu it nhat mot trong bén diéu kién
sau dugc thda man:

lim f(x) = +o0; lim f(x) = +o0;
x—at x—=a-
lim f(x) = —o0; lim f(x) = —oo0.
x—at x—a-

Chi xét gidi han tif phia cé cac gia tri thudc tap xac dinh ti€n sat a. Chi cAn mot giGi han mot
phia bing +oco hodc —oco 12 du d€ két luan x = a 1 tiém can ding. Néu xét dugc cd hai phia,
hai giGi han khong nhit thiét cing bang +oo hodc cting bing —oco. Phuong trinh dudng tiém
candunglax = a.

G Vidu 01, v c6 tiém can diing x = 2 vi gi6i han trai 1a —oo va gidi han phai la +o0. V6i u, hai
gidi han tai 2 bing 4, nén x = 2 khong 1a tiém can dtng. Piém bi loai chi 1a méc cAn xem
xét, chua phai két luan.

Nguon d6i chiéu: Sach gido khoa Toan 12, tdp mot, b K&t ndi tri thitc véi cudc song, bai 3, trang 21 (trang 23
cta tép PDF), dinh nghia dudng tiém can ding.

3.2.Vidu 05 — Hai phia cung di lén

2

Cho g(x) = 3 x # —3. Khi x tién t6i —3 tU bt ¢ phia nao, (x + 3)? dudng va tién vé 0. Vi vay
X
lim g(x) = +oo, lim g(x) = +o0.
X—>—3- xX—>—=3*

Do thi co tiém can ding x = —3. Dau binh phuong gidi thich vi sao cd hai phia cling +o0; khong ap
mau “trai Am, phai ducng” cho moi phan thtc.

Néu ham dugc gan riéng gia tri tai a? Gia tri &y khong tu x6a mot gidi han vo cuc 6 1an can. DE
ki€ém duong dung, vin doc dung hanh vi khi x tién t6i a. Ngugc lai, chi biét f(a) khong ton tai cting
chua du @€ két luan c6 tiém can dung.

3.3. Nhiém vu 07 — Chi mét phia c6 nghia

Ham w ¢06 tap xac dinh (—o0; 5), lién tuc trén khodng nay va lim,_,s- w(x) = —co. C6 thé két luan
x = 51a tiém can ding khong? C6 can thém gidi han phdi tai 5 khong?

Xem 10i gidi (md trén trang hoc liéu). Néu vudng ki hiéu hodc dau vo cuc, dung Gidi han mot phia
(mg trén trang hoc liéu), roi quay lai cau nay.
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4. Tiém can xién: kiém phdn chénh léch

GgGi m& 04 — Pudng théng va phén chénh 1&ch

Th trd 16i trude khi doc tiép.

Khi x — +0c0, hiéu h(x) — (x — 1) tién t6i 0. Em dang so tung d6 ctia di€ém trén d6 thi v6i tung do
cua dudng thing nao? Hiéu tién vé 0 cho biét diéu gi?

Ta dang so h(x) v6i x — 1, tic so tung do cua di€m trén d6 thi v6i tung do ctia dudngy = x — 1 ¢
cung hoanh d6. Phan chénh léch dy tién vé 0 § dau phai. Pinh nghia duéi day dung chinh giéi han
clia hiéu d€ nhan biét tiém can xién. Hai dudng thdng c6 cung hé s6 goc da 1a cing mot dudng chua?
Hay luu y cd hé s6 tu do khi kiém gidi han.

4.1. Pinh nghia bdng gidi han clia hiéu
Dudng thing y = ax + b, v6i a # 0, 1a tiém can xién ctia d6 thi y = f(x) néu

lim [f(x)—(ax+b)]=0

X—=>+00

hodc

lim [£(0) = (ax+b)] = 0.

O cting mot hoanh dé x, hiéu f(x) — (ax + b) 12 chénh léch tung do gitia d6 thi va dusng thing.
Khi hiéu ti€n vé 0, khodng cich ti diém trén d6 thi dén dudng thing 4y cling tién vé 0. Néu
a = 0, dudng la dudng ngang va ta dung tén ti€ém cin ngang.

Ngudn doi chi€u: Sach gido khoa Toan 12, tdp mot, bo K&t noi tri thiic véi cude song, bai 3, trang 23 (trang 25
cta tép PDF), dinh nghia dudng tiém can xién.

4.2.Vidu 06 — Tach phan tuyén tinh va phén coén lai

X2 +x+4

Cho h(x) = , X # 1. Chia da thuc, ta dugc

x—1

6
h(X)—x+2+m.

C6 thé kiém ngay biing (x — 1)(x +2) + 6 = x> + x + 4. Suy ra

h(x)—(x+2):%—>0 Khi x — +oo.

Vithé y = x + 2 1a tiém cén xién & ca hai ddu. Mudn tim thém tiém cin diing, xét riéng gidi han tai
R . A 6 s rye 7 Py 2. N \ LN A 4
diém loai x = 1; phan o cho gidi han trdi —oo va phdi +o0, nén x = 1 1a tiém can ddng.
x—
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Hinh 6. Pudng xién mo td phan tuyén tinh & xa; giGi han tai x = 1 trd 16i cAu hdi khac.

Tu cong thiic dén théng tin trén hinh. VGi cung ham h trong Vi du 06, ta di 1an lugt:

Budc Dirkién dé kiém Diéu cén chi trén Hinh 6

Gittdpxdcdinh | x #1 Hai phan d6 thi ndm hai phia cia mdc
1

Xét gdin mdc limy_ - h(x) = —o0, Nhanh trai di xuéng, nhanh phai di 1én

lim, 1+ h(x) = +00 khong bi chin khi tién gan dudng x = 1

Xét & xa lim, 4 [A(x)—(x+2)]=0 Moi dau ti€n gin dudng y = x + 2 6
huéng tuong ting

Dboc vi tri tuong h(x)— (x+2)= Ll Nhanh bén trai nim dudi dudng xién,

dei T nhanh bén phdi ndm trén dudng xién

Khi phac riéng cac thong tin tiém cén, trudc hét dat dudng ding x = 1 va dudng xién y = x + 2; sau
dé ghi huéng cia cac nhanh gan moc va § xa. Cac gidi han khong tu cho moi khodng ting gidm,
diém cuc tri hodc mot hinh dang duy nhit 6 gitta. Hinh 6 dugc dung ti cong thuc diy du; khong
dudgc 13y nét cong ctia hinh 1am két luin da chiing minh chi bing tiém cén.

4.3. Tim di hai hé sé cta dudng tiém cdn xién

C6 thé tim 14n lugt hé s6 goc va hé 6 ty do bang giGi han. Ta phai chon mot hudng tién ra vo cuc va
gili nguyén hudéng ay trong ca hai phép tinh.

« Khi xét phia x - +o0, tinh

a= lim Lx)
x—=+o00 X

b= xl_l)lzl [f(x) — ax].

Néu hai gi6i han trén ton tai va hitu han, d6ng thdi a # 0, thi dudng thdng y = ax + b 1a tiém
can xién cta do thi khi x - +oo.
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« Khi xét phia x - —oo, tinh riéng

a= lim @ b= lim [f(x)— ax].

x—-00 X X—>—00
Néu hai gi6i han nay ton tai va hitu han, déng thdi a # 0, thi dudng thing y = ax + b 1a tiém
can xién cta do6 thi khi x - —co.
Céc gid tri a, b tim dudc 6 hai huéng c6 thé khac nhau. Khéng 14y a 6 hudng nay roi ghép véi b 6
huéng kia. Néu chi tinh lim, _, | & _ a, em mdi tim dugc hé s6 goc & phia x — +o0, chua biét
hé s6 tu do b dé viét phudng trinh d);l’dng thdng. Trudng hdp phia x — —oo cling cin dua hai budc
nhu vay.

Vi ham h trong Vi du 06, khi xét phia x — +o0, ta co

lim @= lim [1+%+L]=1,
X—+00 X X—400 x  x(x-—1)

nén a = 1. Tiép theo,

b= lim [h(x)—x] = lim [z+xf1]=2.

X—+00 X—+00
Véy dudng tiém can xién & phia nay 14 y = x + 2. Cach tach thuong va phan du é trén ciing cho két
qua dy, dong thdi giup kiém tryc ti€p gii han ctia hiéu. Khi gidi phan thic don gidn, em c6 thé dung
cach tach nay.

Ngudn doi chiéu: Sach gido khoa Toadn 12, tdp mdt, bd Két ndi tri thiic v6i cude song, bai 3, trang 24 (trang 26
cta tép PDF), phan Chu y va Nhan xét.

4.4.Nhiém vy 08 — Thiéu mdt hdng sé

Choq(x) =2x—-5+ i, X # —6. M0t ban chi nhin hé s6 ciia x va chon y = 2x. Hay tim dudng
X

xién dang va dung gidi han cua hiéu dé bac dudng da chon.

Xem 16i gidi (md trén trang hoc liéu). Néu chua tich dugc mét phan thic thanh thuong va du, xem

Bién do6i phan thtc (mé trén trang hoc liéu). Sau d6 quay vé bai dang vudng; 1am dung phép chia

van cin budc kiém gidi han phan du.
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5. Gidi thich két qua theo diéu kién ctia mé hinh

Gdi mé 05 — Diéu kién clia mé hinh cho phép xét gidi han nao?

Th trd 16i trude khi doc tiép.

Mot cong thic tinh dudgc tai thoi gian &m c6 cho phép dung thoi gian dy trong moi mé hinh khong?
Mot gidi han hitu han cé ludn la gia tri dudc dat khong?

Khi duing mot mo6 hinh, trudc hét can biét bién s6 dugc phép nhan nhiing gia tri ndo. Gidi han cho
biét gia tri ham so ti€n gan dén muic nao; mudn két ludn ham s6 dat muc ay, phai tim dugc mot gia
tri cia bién thoa diéu kién bai toan. Khong duing cong thitic ngoai pham vi ma mé hinh da cho.

5.1. Chon gigi han theo cdu héi va theo tdp dang xét

Khi gdp mot bai tiém cén, hay tu hdi: bi€n dang ti€n téi mot gia tri hitu han hay ra vo cuc? Vi tap
xac dinh da cho, bién c6 thé tién tGi gia tri dy ti bén trai, bén phai hay ca hai phia? Cin tinh giéi han
cta ham s6, hay gidi han ctia hiéu gitta ham s6 va mot bi€u thtic bic nhét?
Ditkién quyét dinh

Loai tiém can Dang phuong trinh

Ngang f(x) tién t6i s6 hitu han L 6 mot dau vo cuc y=1L
bing f(x) tién t6i +o00 hodc —oo G it nhdt mot phia cta a xX=a
Xién f(x) — (ax + b) tién vé 0 6 mot dau vo cuc, a # 0 y=ax+b

Hinh chi thé hién mot phin d6 thi. Nét vé trong gin mot dudng thing chua dt dé két luan do 1a
tiém can. Muon két luan chinh xac, hay dung cong thtic ham s6, giéi han dugc dé€ cho hodc nhiing
dit kién dugc ghi 1o trén hinh.

Gidi han cua suy luan tu dit kién

Dirkién dang co
Cong thtic va tip xac
dinh

Mot gidi han htu han
G dau phai

Mot phia tién t6i vo
cuc tai moc

Gidi han hiéu v6i mot
dudng xién bing 0
Hinh trong mot ctia s8
httu han

Cong thiic ctia mo
hinh va diéu kién cta
bién
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C6 thé két luan

Tinh gidi han theo cac hudng thudc
tap xac dinh, r6i dung dinh nghia

Tiém cin ngang 6 dau phai

Tiém cin dung tai moc ay

Tiém can xién & huéng da xét

Vi tri, nhan va quan hé dugc dé xac

dinh r6

Chi két luan trong pham vi 4p dung,
v6i don vi va gid thiét da cho
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Goi nghiém mau 12 tiém cin ding
trudc khi xét gidi han

Két qua G dau trai hodc két luan
khong c6 dudng diing

D4u hodc gia tri giéi han & phia con
lai

Vi tri trén/dudi 8 moi diém, hoidc
cdm giao diém

Hanh vi 6 v6 cuc chi vi nét vé trong
gan mot dudng

Tu mé rong thdi gian xét hoic khing
dinh diéu chua dugc kiém ching
trong thuc té
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5.2. Vidu 07 — Tién téi mdt mirc khdng cé nghia dat muc ay
Trong m6t mo hinh gid dinh, nong do sau t gi¢ dugc cho bédi

12
[)=5+—— (t20),
o(B)=5+—=5 (20

véi ¢ tinh bing mg L=!. Khi t — +o0, phdn tl+—21 tién vé 0, nén c(t) — 5. Po thi ctia ham so6 trong mo
hinh c6 tiém can ngang ¢ = 5: m6 hinh du b4ao néng do tién gan 5 mg L~! khi thdi gian ting.

V6i moi t > 0, ta cod ;—21 > 0, nén c(t) > 5. Vivay khong c6 thdi diém nao trong moé hinh cho néng
do bang 5mg L~!. M6 hinh chi xét t > 0; nhiing thdi diém nay khong thé tién sat —1. Do d6 ¢t = —1
khoéng phai la tiém can ding ctia d6 thi ham so6 trong md hinh da cho.

K&t luan trén thudc mo hinh da cho, khong 1a khing dinh thuc nghiém vé moi qué trinh thay ddi
nong do.

5.3. Nhiém vu 09 — Khdng tu mé rdng diéu kién clia mé hinh

Mot chi s6 dugc mo hinh hoéa béi z(t) = 10 + H-iz’ Vv6i thdi gian t > 0 tinh bing gid va z tinh bang
diém. Hay tinh gi6i han khi t — +oo va giai thich y nghia. C6 thdi diém hitu han nao trong mé hinh
dé chi s6 bing 10 khong? Pudng ¢ = —2 c6 phai la tiém cin dung clia d6 thi ham s6 trong moé hinh
nay khong? Vi sao?

Xem 15i gidi (m& trén trang hoc liéu). Néu nham gidi han véi gia tri dudc dat hodc dung thoi diém
ngoai di€u kién ctia mé hinh, xem lai Vi du 07 (trang 17) trong muc nay, roi quay lai bai dang lam.

6. Stra mot Iap ludn va tu kiém lai

Gdi m& 06 — Poc I8i chita va tu kiém lai

Tht tra 16i trude khi doc tiép.

Em doc 13i chita va thdy hgp li. Diéu d6 da du dé biét em s& tu phat hién va sita dugc 16i khi dit kién
d6i tir cong thuic sang giGi han cho sdn chua? Khi mdt 1ap luin c6 ca phan dang va phan sai, em cin
gitl lai diéu gi?

Poc hiéu 15i chita chua cho biét em c6 ty 1am duge tinh huéng khac hay khong. Hay gitt phan dung,
tim dung budc suy ludn sai, stia can cu roi tu' lam cau phu hgp chua gap trude dé. Vi du va cau Nhiém
vu trong Bai hoc dudi day giup phan biét cic viéc dy.
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6.1. Vi du 08 — Giit phan ding khi stta

x2—121

Cho u(x) = T V6i tap xac dinh gom tt ca cac gia tri lam cong thiic cd nghia. Mt ban viét: “Ham
X

khong xac dinfl tai 11, nén x = 11 la tiém can dung; rat gon dugc u(x) = x + 11, nén u(11) = 22.”

« Phan dang: gia tri 11 khong thuoc tap xac dinh; phép rut gon dung khi x # 11.

« Budc sai: dung viéc khong xac dinh d€ két luan giGi han vo cuc; sau d6 dung biéu thtc rat
gon dé thém gia tri ngoai tap xac dinh.

« Kiém lai cin ci: lim,_, ;- u(x) = lim,_ 7+ u(x) = 22, 12 gi6i han hitu han.

« Viétlai: “Ham c6 tap xac dinh R \ {11}. Trén tip xac dinh nay, u(x) = x + 11. Hai gici han tai
11 bdng 22, nén x = 11 khong 1a tiém can ddng; u(11) vin khong dugc xac dinh.”

Vi du da cho 16i chita, vi vy khong dung viéc chép lai 15i chita lam bang chiing méi. Nhiém vu duéi
d6i sang dit kién giéi han c6 sn va gitt mot gid tri riéng tai méc.

6.2. Nhiém vu 10 — Cé gid tri tai méc van cdan xét lan cén

Mot ham g xac dinh trén R, c6 g(2) = 5 va lim,_,,+ g(x) = +co. Mot ban noéi: “Pi€m (2; 5) thudc dod
thi, nén x = 2 khong thé 1a tiém can ding.”

Hay gilt phan diang, chi budc suy luin sai, viét lai toan bo cdu va néu diéu chua biét vé gidi han trai
tai 2.

Tiéu chi tu ki€m: phan biét gia tri tai méc véi giGi han phéi; dung dang diéu kién du ctia dudng
ding; gitt di kién dang va khong ty gan gidi han trai.

Xem 16i gidi (m§ trén trang hoc liéu). Néu nham gia tri ham s6 tai mot diém véi gidi han khi bién
tién t6i diém do, xem lai dinh nghia tiém cin diing (trang 11). Néu chua hiéu ki hiéu gidi han tit bén
trai hodc bén phdi, xem Gidi han mot phia (md trén trang hoc liéu). Cach chon bai kiém tra lai dugc
chi dan trong Stia 16i (md trén trang hoc liéu).

6.3. Ghilai diéu da stra

Mot dong ghi 16i ¢6 ich néu: budc sai, di€u kién da b, cach stra, cAu méi da tu 1am va két qud thuc.
Chéng han v6i nhiém vu vita 1am, cin ghi rd em c6 tach gid tri tai méc khoi giGi han phai hay khong;
khong chép sdn “da dat”. Néu chi 1am dung sau trg giup, git riéng két qué &y véi bai ban dau.

Dung danh sach d4u hiéu va ciu héi tu stia (mé trén trang hoc liéu) d€ chon dung phan xem lai. Mot
cau méi lam dung chi x4c nhan muc tiéu ma cau 4y thuc su kiém. Hen On lai toan géi khi hoan tit
lugt chinh; néu cin kiém sém riéng 16i vira sta, ghi lich riéng.

Khép lai bai hoc
Gi6i han vira gitp xac dinh dudng tiém can, vita giup giéi thich diéu do thi dang bi€u dién. V6i diém
hitu han, hay tach gia tri tai diém khoi hanh vi 6 1an can. G vo cuc, hay xét riéng tiing hudéng. Véi
dudng xién, diing diing & hé s goc: phan chénh 1éch phai tién vé 0.
Trudc khi chuyén hoat dong, hay tu noi lai:

« Tap xac dinh cho phép xét nhitng huéng nao, va giGi han khac gia tri tai diém ra sao?

+ Visao mot phia vo cuc di cho dudng diing, con mot diém bi loai thi chua da?
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« Hai diu cho miy dudng ngang khac nhau? Pudng xién dugc ki€ém bing hiéu nao?

+ biéu gi trong hinh 14 dif kién, diéu gi chi giup hinh dung?

« Mot giGi han trong mo6 hinh néi gi vé mtic tién tGi va viéc dat muc ay?

« Em da stia li do va ty 1am cau phu hgp chua gdp trude do, hay méi doc hi€u dap an?
Y nao chua giéi thich dugc thi tré lai dung muc tucng tng. Cac cau Nhiém vu trong Bai hoc giup
kiém ngay sau hoc, chua chiing nhan moi muc tiéu ho#c kha ning nhd sau nhiéu ngay.
Nhiing kién thuc vé don diéu, cuc tri, gia tri I6n nhat va gia tri nhé nhit da hoc gitp em s dung
thém két qua vé tiém cin d€ khdo sat va doc do thi. Em c6 thé chuyén sang Luyén tap (md trén trang

hoc liéu), chon Kiém tra (md trén trang hoc liéu) néu da chuin bi, hodc ghi ndi can ti€p tuc trong
Nhat ki (m4 trén trang hoc liéu).
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Ngudn

+ Chudng trinh gido duc pho thong mon Toan 2018, trang 106: yéu cdu vé hinh dnh tiém cin
ngang, ding, xién va quan hé véi khdo sat do thi.

« Toan 12, tdp mot, Két noi tri thiic v6i cudc séng, Bai 3, trang 20-25: ddi chiéu dinh nghia va
phuong phap cc ban. Bdn PDF tham khdo tuong ting trang 22-27.

« Cac goi Don diéu va cuc tri va Gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat cia ZO Math: mach tap xac
dinh, biéu dién va sy dat dugc. Nhat ki va tai nguyén nén chung dugc dan tai ndi stt dung.

Céc nhiém vy, dii kién s6 va mo6 hinh gid dinh trong hoc liéu dugc bién soan cho géi nay. Hinh dugc
dung tir cong thuic cia tirng hinh; hinh trong cu doc d6 thi di cung di kién giéi han dé c6 cin ca
két luan chinh xac. G6i khong khdng dinh tan suit xudt hién cia tiém can trong dé thi 2027.
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HOC TIEP CUNG ZO MATH

Chon diéu em
muon hoc tiép.

Em cé thé bdt ddu véi mot ndi dung dang hoc, muén 6n lai
hodc con vudng khi tu gidi bai.

Mé hoc liéu

clakhdéa hoc
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