
Qui nạp tiến lùi

Tóm tắt nội dung

Đôi khi phép qui nạp toán học thông thường chỉ diễn ra suôn sẻ đối với một vài tập con vô
hạn thay vì toàn bộ số tự nhiên như mong muốn. Song song với đó là suy luận ngược mang
lại thuận lợi hơn, nghĩa là đúng với 𝑛 thì cũng đúng đối với 𝑛 − 1. Nếu chỉ được thực hiện
riêng lẻ, cái trước để lại nhiều khoảng trống, cái sau luôn dừng lại tại một giá trị 𝑛 cố định
được lấy làm cơ sơ qui nạp. Nhưng, nếu kết hợp lại cùng nhau, hai bước đó sẽ tạo thành một
kiểu qui nạp hiệu quả để giải quyết một lớp vấn đề chuyên biệt, tạm gọi là giải được bằng qui
nạp tiến lùi, trước tiến sau lùi.

1 Dẫn nhập
Tổng các số tự nhiên liên tiếp 1, 2,… , 𝑛 thường được tính nhanh bởi công thức

1 + 2 +⋯+ 𝑛 = 𝑛(𝑛 + 1)
2 .

Công thức nổi tiếng này có thể được chứng minh bằng lập luận qui nạp. Lập luận ấy như sau. Dễ
thấy rằng nếu 𝑛 = 1, công thức hiển nhiên đúng. Bây giờ giả sử rằng công thức đúng. Khi đó,

1 + 2 +⋯+ 𝑛 + (𝑛 + 1) = 𝑛(𝑛 + 1)
2 + (𝑛 + 1) = (𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

2 .

Điều này nói lên rằng nếu công thức đúng với 𝑛 thì cũng đúng với 𝑛 + 1. Như vậy, công thức đã
đúng với 𝑛 = 1 nên nó đúng với 𝑛 = 2, nó đã đúng với 𝑛 = 2 nên nó đúng với 𝑛 = 3, và cứ tiếp
tục mãi. Vậy từ bây giờ ta đã có thể cùng công đó để tính tổng của bao nhiêu số tự nhiên liên tiếp
tùy thích.

Qua phép chứng minh trên, phương pháp qui nạp chẳng những mạnh mẽ, mà nó còn giúp
chúng ta một lập luận vững chắc để vượt qua khoảng trống mà cái vô hạn tạo ra thử thách chúng
ta.

Trung bình số học của 𝑛 số nguyên không âm 𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛 được định nghĩa là

𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛
𝑛

và trung bình hình học của chúng là

𝑛√𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑥𝑛.

Định lí 1. Trung bình hình học của 𝑛 số nguyên không âm 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛 không vượt quá trung bình
số học của chúng, nghĩa là

𝑛√𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑥𝑛 ≤
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛

𝑛 (1)
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Bất đẳng thức này được gọi là bất đẳng thức của trung bình số học và trung bình hình học,
hay ngắn gọn là bất đẳng thức AM-GM. Không quá xét nét, có thể xem phép chứng minh trình
bày ngay đây là của Cố-xì, nó được tìm thấy trong Cours d’Analyse de l’École Royale Polytechique
(trang 457). Thuật ngữ bất đẳng thức Cố-xì phải chăng bắt nguồn từ đây?

Thuật ngữ này tiết lộ nguyên lí hoạt động của phương pháp, bên cạnh đó, còn gọi là qui nạp
Cố-xì1, cái tên gợi nhớ đến Augustin-Luois Cauchy, người phát minh ra nó trong phép chứng
minh bất đẳng thức trung bình số học trung bình hình học2 theo cách riêng của mình.

2 Chứng minh của Cố-xì
Trước tiên, viết lại trung bình hình học dưới dạng lũy thừa, bất đẳng thức (??) trở thành

(𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑥𝑛)
1
𝑛 ≤

𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛
𝑛 ,

và tương đương với

𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑥𝑛 ≤ (
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛

𝑛 )
𝑛

(2)

Chứng minh của Cố-xì được chia thành hai phân đoạn. Ở phân đoạn đầu, chứng minh cho các
giá trị 𝑛 là lũy thừa của 2, cụ thể là 2, 4, 8, 16, 32, v. v.. Ở phân đoạn cuối, cho các giá trị 𝑛 còn lại,
không là lũy thừa của 2. Như vậy, sau hai phân đoạn, bất đẳng thức đã được xác nhận với toàn
bộ số tự nhiên. Lưu ý, 𝑛 = 1 là trường hợ tầm thường và nếu các số hạng bằng nhau thì có đẳng
thức.

Trường hợp đơn giản nhất mà không tầm thường là 𝑛 = 2, khi đó

𝑥1 ⋅ 𝑥2 ≤ (
𝑥1 + 𝑥2

2 )
2
. (3)

Nó được rút ra từ

𝑥1 ⋅ 𝑥2 = (
𝑥1 + 𝑥2

2 )
2
− (

𝑥1 − 𝑥2
2 )

2

≤ (
𝑥1 + 𝑥2

2 )
2
.

Lấy cái trước suy ra cái sau, làm tuần tự với 𝑛 = 4, 𝑛 = 8,…, 𝑛 = 2𝑚, trong đó 𝑚 nguyên dương
và lớn hơn 3, sẽ có

𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = (𝑥1𝑥2)(𝑥3𝑥4)

≤ (
𝑥1 + 𝑥2

2 )
2
(
𝑥3 + 𝑥4

2 )
2

= (
𝑥1 + 𝑥2

2 ⋅
𝑥3 + 𝑥4

2 )
2

≤ ((
𝑥1+𝑥2

2
+ 𝑥3+𝑥4

2
2 )

2

)

2

= (
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4

4 )
4
,

1Cauchy
2Bất đẳng thức AM-GM
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𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4𝑥5𝑥6𝑥7𝑥8 = (𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4)(𝑥5𝑥6𝑥7𝑥8)

≤ (
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4

4 )
4
(
𝑥5 + 𝑥6 + 𝑥7 + 𝑥8

4 )
4

= (
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4

4 ⋅
𝑥5 + 𝑥6 + 𝑥7 + 𝑥8

4 )
4

≤ ((
𝑥1+𝑥2+𝑥3+𝑥4

4
+ 𝑥5+𝑥6+𝑥7+𝑥8

4
2 )

2

)

4

= (
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥6 + 𝑥7 + 𝑥8

8 )
8
,… ,

𝑥1𝑥2⋯𝑥2𝑚 ≤ (
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥2𝑚

2𝑚 )
2𝑚

. (4)

Khi 𝑛 không phải một trong các giá trị 2, 4, 8, 16,… và giả sử rằng 𝑛 < 2𝑚, áp dụng (??) với 2𝑚−𝑛
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Hình 1: Ô đen đại diện cho các số tự nhiên đã được xác nhận tới thời điểm này. Việc tiếp theo là
tìm cách tô đen các ô còn lại.

số hạng cuối đều là 𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛
𝑛

, cho kết Quản

𝑥1𝑥2⋯𝑥𝑛 (
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛

𝑛 )
2𝑚−𝑛

≤ (
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛 + (2𝑛 −𝑚)𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛

𝑛
2𝑚 )

= (
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛

𝑛 )
2𝑚

Từ đây, suy ra

𝑥1𝑥2⋯𝑥𝑛 ≤ (
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛

𝑛 )
𝑛
.

Điều này khẳng định đúng với 2𝑚 cũng đúng với tất cả các giá trị nguyên dương bé hơn.

3 Qui nạp tiến lùi
Kí hiệu ngắn gọn cho bất đẳng thức (??) là 𝑃(𝑛). Dựa trên phương pháp qui nạp toán học thông
thường, và có thêm vào một số thuật ngữ, qui trình chứng minh của Cố-xì ở ?? có thể hình thức
hóa thành ba bước như dưới đây.

• Cơ sở, chứng minh 𝑃(2).

• Qui nạp tiến, chứng minh 𝑃(2𝑛) kéo theo 𝑃(2𝑛+1).

• Qui nạp lùi, chứng minh 𝑃(2𝑛) kéo theo 𝑃(𝑚), với mọi𝑚 < 2𝑛.
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Hãy tinh tế nhận định rằng hai bước đầu đã tạo ra một cơ sở vô hạn phần tử, thay vì một cơ sở
chỉ có duy nhất phần tử như qui nạp thông thường, đáp ứng cho qui nạp lùi ở bước cuối. Cách
nhìn này mang lại một quan niệm

Bài tập

1. Hãy biện luận theo qui trình bên dưới để chứng minh bất đẳng thức AM-GM.

• Chứng minh 𝑃(2).
• Chứng minh 𝑃(𝑛) kéo theo 𝑃(2𝑛).
• Chứng minh 𝑃(𝑛) kéo theo 𝑃(𝑛 − 1).

2. Cho 𝑛 là một số nguyên dương và 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛 là các số thuộc khoảng (0,
1
2
). Theo Ky Fan,

𝑥1𝑥2⋯𝑥𝑛
(𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛)𝑛

≤
(1 − 𝑥1)(1 − 𝑥2)⋯ (1 − 𝑥𝑛)

(1 − 𝑥1) + (1 − 𝑥2) +⋯ + (1 − 𝑥𝑛)
.

Hãy dùng qui nạp tiến lùi chứng minh bất đẳng thức Ky Fan.
Gợi ý. Khi 𝑛 = 2 nó tương đương với điều hiển nhiên 𝑥1 + 𝑥2 ≤ 1 theo giả thiết. Nhằm dễ
qui nạp hơn, hãy đưa về dạng tương đương

( 𝑛
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛

− 1)
𝑛
≤ ( 1𝑥1

− 1) ( 1𝑥2
− 1)⋯( 1𝑥𝑛

− 1) .
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