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Tóm tắt nội dung

Quy nạp thông thường đôi khi chỉ thuận lợi trên một dãy trường hợp thưa. Trong phương
pháp được gọi là quy nạp tiến–thoái, chiều tiến tạo ra các mốc ngày càng lớn, còn chiều thoái đi
từ một mốc đã biết về các trường hợp nhỏ hơn; nhờ phối hợp hai chiều, những khoảng trống giữa
các mốc có thể được lấp. Bài viết dùng chứng minh bất đẳng thức AM-GM của Cauchy để minh
họa và hình thức hóa phương pháp này.
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Dẫn nhập

Tổng các số tự nhiên liên tiếp 1, 2,… , 𝑛 thường được tính nhanh bởi công thức

1 + 2 +⋯+ 𝑛 = 𝑛(𝑛 + 1)
2 .

Công thức nổi tiếng này có thể được chứng minh bằng lập luận quy nạp. Lập luận ấy như sau. Dễ
thấy rằng nếu 𝑛 = 1, công thức hiển nhiên đúng. Bây giờ giả sử rằng công thức đúng với một số
nguyên dương 𝑛. Khi đó,

1 + 2 +⋯+ 𝑛 + (𝑛 + 1) = 𝑛(𝑛 + 1)
2 + (𝑛 + 1)

= (𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
2 .

Điều này nói lên rằng nếu công thức đúng với 𝑛 thì cũng đúng với 𝑛 + 1. Như vậy, công thức đã đúng
với 𝑛 = 1 nên nó đúng với 𝑛 = 2, nó đã đúng với 𝑛 = 2 nên nó đúng với 𝑛 = 3, và cứ tiếp tục mãi. Vậy
từ bây giờ ta đã có thể dùng công thức đó để tính tổng của bao nhiêu số tự nhiên liên tiếp tùy thích.

Qua phép chứng minh trên, phương pháp quy nạp cho phép ta nối một số hữu hạn bước suy luận
thành kết luận bao quát vô hạn trường hợp. Chính khả năng đi từ hữu hạn đến vô hạn ấy làm nên
sức mạnh đặc biệt của nó.

Trung bình số học của 𝑛 số thực không âm 𝑥1, 𝑥2,…, 𝑥𝑛 được định nghĩa là

𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛
𝑛

và trung bình hình học của chúng là

𝑛√𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑥𝑛.

Định lí 1

Trung bình hình học của 𝑛 số thực không âm 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛 không vượt quá trung bình số học
của chúng, nghĩa là

𝑛√𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑥𝑛 ≤
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛

𝑛 . (1)

Bất đẳng thức này được gọi là bất đẳng thức trung bình số học–trung bình hình học (tiếng Anh:
arithmetic mean–geometric mean inequality, viết tắt AM-GM). Phép chứng minh trình bày dưới đây
gắn với Augustin-Louis Cauchy (Cô-si) và có thể được tìm thấy trong Cours d’Analyse de l’École Royale
Polytechnique (trang 457).
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Tên gọi quy nạp tiến–thoái mô tả hai chiều vận động của lập luận. Cách quy nạp này cũng gắn với
tên Cauchy vì ông đã sử dụng nó trong phép chứng minh bất đẳng thức trung bình số học–trung
bình hình học theo cách riêng của mình.

Chứng minh của Cauchy

Trước tiên, viết lại trung bình hình học dưới dạng lũy thừa, bất đẳng thức (1) trở thành

(𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑥𝑛)
1
𝑛 ≤

𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛
𝑛 ,

và tương đương với

𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑥𝑛 ≤ (
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛

𝑛 )
𝑛
. (2)

Chứng minh của Cauchy được chia thành hai phân đoạn. Ở phân đoạn đầu, chứng minh cho các giá
trị 𝑛 là lũy thừa của 2, cụ thể là 2, 4, 8, 16, 32, v.v. Ở phân đoạn cuối, chứng minh cho các giá trị 𝑛 còn
lại, không là lũy thừa của 2. Như vậy, sau hai phân đoạn, bất đẳng thức đã được xác nhận với toàn bộ
số tự nhiên. Lưu ý, 𝑛 = 1 là trường hợp tầm thường và nếu các số hạng bằng nhau thì có đẳng thức.

Trường hợp đơn giản nhất mà không tầm thường là 𝑛 = 2, khi đó

𝑥1 ⋅ 𝑥2 ≤ (
𝑥1 + 𝑥2

2 )
2
.

Nó được rút ra từ

𝑥1 ⋅ 𝑥2 = (
𝑥1 + 𝑥2

2 )
2
− (

𝑥1 − 𝑥2
2 )

2

≤ (
𝑥1 + 𝑥2

2 )
2
.

Từ mỗi trường hợp đã chứng minh, ta suy ra trường hợp kế tiếp, lần lượt tại các mốc 𝑛 = 4, 𝑛 = 8,…,
𝑛 = 2𝑘, trong đó 𝑘 là số nguyên dương và lớn hơn 3. Khi đó,

𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = (𝑥1𝑥2)(𝑥3𝑥4)

≤ (
𝑥1 + 𝑥2

2 )
2
(
𝑥3 + 𝑥4

2 )
2

= (
𝑥1 + 𝑥2

2 ⋅
𝑥3 + 𝑥4

2 )
2

≤ ((
𝑥1+𝑥2

2
+ 𝑥3+𝑥4

2
2 )

2

)

2

= (
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4

4 )
4
,
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𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4𝑥5𝑥6𝑥7𝑥8 = (𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4)(𝑥5𝑥6𝑥7𝑥8)

≤ (
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4

4 )
4
(
𝑥5 + 𝑥6 + 𝑥7 + 𝑥8

4 )
4

= (
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4

4 ⋅
𝑥5 + 𝑥6 + 𝑥7 + 𝑥8

4 )
4

≤ ((
𝑥1+𝑥2+𝑥3+𝑥4

4
+ 𝑥5+𝑥6+𝑥7+𝑥8

4
2 )

2

)

4

= (
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥6 + 𝑥7 + 𝑥8

8 )
8
,… ,

𝑥1𝑥2⋯𝑥2𝑘 ≤ (
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥2𝑘

2𝑘
)
2𝑘

. (3)

1 …
…

2 …
…

3 …
…

4 …
…

5 …
…

6 …
…

7 …
…

8 …
…

9 …
…

10 …
…

11 …
…

12 …
…

13 …
…

14 …
…

15 …
…

16 …
…

17 …
…

18 …
…

19 …
…

20 …
…

Hình 1: Ô đen đại diện cho các số tự nhiên đã được xác nhận tới thời điểm này. Việc tiếp theo là tìm
cách tô đen các ô còn lại.

Ta bắt đầu với trường hợp gần nhất. Với ba số dương 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, đặt

𝐴 =
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3

3 .

Bổ sung một số hạng bằng 𝐴 để có bốn số. Từ 𝑃(4),

(𝑥1𝑥2𝑥3𝐴)
1
4 ≤

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝐴
4 = 𝐴.

Suy ra

𝑥1𝑥2𝑥3 ≤ 𝐴3 = (
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3

3 )
3
.

Vậy 𝑃(4) kéo theo 𝑃(3). Cách bổ sung ở đây không tùy ý: số hạng mới được chọn bằng chính trung
bình của những số đang xét, nên trung bình sau khi bổ sung vẫn là 𝐴.

Cơ chế ấy không buộc ta phải thoái từng bậc. Chẳng hạn, từ 𝑃(8) có thể đi thẳng đến 𝑃(5). Với năm
số dương 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥5, đặt

𝐴 =
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥5

5 .

Bổ sung ba số hạng đều bằng 𝐴 để có tám số. Từ 𝑃(8),

(𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4𝑥5𝐴3)
1
8 ≤

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 + 3𝐴
8 = 𝐴.

Suy ra
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𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4𝑥5 ≤ 𝐴5 = (
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5

5 )
5
.

Vậy 𝑃(8) kéo theo trực tiếp 𝑃(5); pha thoái không cần diễn ra từng đơn vị.

Hai trường hợp trên cho thấy cùng một cách làm. Nếu đã biết 𝑃(2𝑘) và muốn chứng minh 𝑃(𝑚) với
𝑚 < 2𝑘, ta đặt

𝐴 =
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑚

𝑚

và bổ sung 2𝑘 −𝑚 số hạng đều bằng 𝐴. Áp dụng (3) cho 2𝑘 số hạng ấy, ta được

𝑥1𝑥2⋯𝑥𝑚 (
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑚

𝑚 )
2𝑘−𝑚

≤ (
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑚 + (2𝑘 −𝑚)𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑚

𝑚
2𝑘

)

2𝑘

= (
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑚

𝑚 )
2𝑘

.

Từ đây, suy ra

𝑥1𝑥2⋯𝑥𝑚 ≤ (
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑚

𝑚 )
𝑚
.

Điều này khẳng định rằng bất đẳng thức đúng với 2𝑘 thì cũng đúng với tất cả các giá trị nguyên
dương bé hơn. Vì thế, các mốc 𝑃(2), 𝑃(4), 𝑃(8),… được thiết lập từ cơ sở ban đầu và pha tiến đều có
thể làm cơ sở cho pha thoái.

Tiến và thoái trong chứng minh của Cauchy

Kí hiệu mệnh đề AM-GM với 𝑛 biến là 𝑃(𝑛). Nhìn lại chứng minh của Cauchy ở Mục , ta có thể tách
cấu trúc lập luận thành ba bước:

• Cơ sở: chứng minh 𝑃(2).
• Bước tiến: chứng minh 𝑃(2𝑘) kéo theo 𝑃(2𝑘+1).
• Bước thoái: chứng minh 𝑃(2𝑘) kéo theo 𝑃(𝑚), với mọi𝑚 < 2𝑘.

Bước tiến tạo ra một dãy vô hạn các mốc đã biết đúng,

𝑃(2), 𝑃(4), 𝑃(8), 𝑃(16),…

còn bước thoái dùng từng mốc làm điểm tựa để lấp các trường hợp nằm phía dưới. Bước thoái của
Cauchy đặc biệt mạnh: từ 𝑃(2𝑘) có thể suy ra trực tiếp 𝑃(𝑚) với mọi𝑚 < 2𝑘, chứ không cần thoái
từng đơn vị.

Từ trường hợp cụ thể này, ta nhận ra rằng các lũy thừa của 2 chỉ là một cách tạo ra những mốc như
thế. Ở mức tổng quát, điều cốt yếu là 𝑃 đúng tại một tập vô hạn các số nguyên dương. Bước thoái
cũng không cần suy trực tiếp mọi trường hợp nhỏ hơn: chỉ cần từ 𝑃(𝑛) suy ra 𝑃(𝑛 − 1) là đủ. Những
nhận xét ấy dẫn đến nguyên lí sau.
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Nguyên lí quy nạp tiến–thoái

Cho 𝑃(𝑛) là một mệnh đề xác định với mọi số nguyên dương 𝑛. Giả sử:
1. ℬ ⊂ ℕ+ là một tập vô hạn và 𝑃(𝑏) đúng với mọi 𝑏 ∈ ℬ;
2. với mọi 𝑛 ≥ 2, nếu 𝑃(𝑛) đúng thì 𝑃(𝑛 − 1) đúng.

Khi đó 𝑃(𝑛) đúng với mọi số nguyên dương 𝑛.

Thật vậy, vì ℬ là một tập con vô hạn của ℕ+ nên ℬ không bị chặn trên. Lấy𝑚 ∈ ℕ+ tùy ý. Ta có thể
chọn 𝑏 ∈ ℬ sao cho 𝑏 ≥ 𝑚; theo giả thiết, 𝑃(𝑏) đúng. Áp dụng 𝑏 − 𝑚 lần bước thoái

𝑃(𝑛) ⇒ 𝑃(𝑛 − 1),

ta đi từ 𝑃(𝑏) xuống 𝑃(𝑚); nếu 𝑏 = 𝑚 thì không cần áp dụng bước thoái lần nào. Vì𝑚 được chọn tùy
ý, 𝑃(𝑛) đúng với mọi 𝑛 ∈ ℕ+.

Theo cách nhìn này, ℬ là một họ vô hạn các mốc cơ sở cho pha thoái: mỗi 𝑏 ∈ ℬ là một mốc tại đó
𝑃(𝑏) đã biết đúng và có thể làm cơ sở để đi xuống. Vì ℬ không bị chặn trên, với mọi𝑚 ∈ ℕ+ luôn có
thể chọn một cơ sở 𝑏 ≥ 𝑚, rồi dùng bước thoái để đi từ 𝑃(𝑏) đến 𝑃(𝑚). Có thể xem ℬ như một tập cơ
sở vô hạn của pha thoái.

Trong chứng minh của Cauchy, tập các mốc là

ℬ = {2, 4, 8, 16,…}.

Từ cơ sở ban đầu 𝑃(2), bước tiến tạo ra một họ vô hạn các mốc cơ sở cho pha thoái; bước thoái lấp
những khoảng trống còn lại. Hơn nữa, bước thoái của Cauchy mạnh hơn điều kiện tối thiểu trong
nguyên lí: từ 𝑃(2𝑘) ông suy ra được trực tiếp 𝑃(𝑚) với mọi𝑚 < 2𝑘. Chính sự phối hợp ấy làm nên
nhịp điệu tiến–thoái của phương pháp.

Bài tập

Bài tập 0.1. Hãy biện luận theo quy trình bên dưới để chứng minh bất đẳng thức AM-GM.

• Chứng minh 𝑃(2).
• Chứng minh 𝑃(𝑛) kéo theo 𝑃(2𝑛).
• Chứng minh 𝑃(𝑛) kéo theo 𝑃(𝑛 − 1).

Bài tập 0.2. Cho 𝑛 là một số nguyên dương và 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛 là các số thuộc khoảng (0,
1
2
). Theo Ky

Fan (Chí Phán),

𝑥1𝑥2⋯𝑥𝑛
(𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛)𝑛

≤
(1 − 𝑥1)(1 − 𝑥2)⋯ (1 − 𝑥𝑛)

((1 − 𝑥1) + (1 − 𝑥2) +⋯ + (1 − 𝑥𝑛))
𝑛 .

Hãy dùng quy nạp tiến–thoái chứng minh bất đẳng thức Ky Fan.

Gợi ý. Khi 𝑛 = 2, bất đẳng thức suy ra từ điều hiển nhiên 𝑥1 + 𝑥2 ≤ 1 theo giả thiết. Nhằm dễ quy
nạp hơn, hãy đưa về dạng tương đương

( 𝑛
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛

− 1)
𝑛
≤ ( 1𝑥1

− 1) ( 1𝑥2
− 1)⋯( 1𝑥𝑛

− 1) .
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(Bradley và Sandifer 2009)

Bradley, Robert E., và C. Edward Sandifer. 2009. Cauchy’s Cours d’analyse: An Annotated Translation.
Biên tập bởi J. Z. Buchwald. Sources and Studies in The History of Mathematics and Physical
Sciences. Springer. https://doi.org/10.1007/978-1-4419-0549-9.
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