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Tóm tắt nội dung

Bài viết đi sâu vào từng chi tiết của quá trình khai triển biểu thức (1 + 𝑥)𝑛 thành đa thức

1 + 𝑛𝑥 + (𝑛 − 1)𝑛
2 𝑥2 + (𝑛 − 2)(𝑛 − 1)𝑛

6 𝑥3 +⋯+ 𝑥𝑛

bằng quy tắc nhân phân phối. Quy tắc này được áp dụng khéo léo vào các trường hợp đơn giản,
kèm theo sơ đồ minh họa phù hợp, làm xuất hiện các hình mẫu cần thiết để diễn giải định lý nhị
thức. Sự xuất hiện tự nhiên của tam giác Pascal, nổi tiếng là một hình mẫu để tính các hệ số nhị
thức, đã minh chứng cho sự khéo léo này. Bài viết không chỉ truyền đạt kiến thức kỹ thuật, mà
còn thúc đẩy khả năng tư duy hợp lý và sáng tạo trong nghiên cứu, từ khi phát hiện đến khi hoàn
thiện một vấn đề toán học.

zomath.vn

Bản PDF này được tạo từ bài viết tương ứng của ZO Math.
© 2026 ZO Math. Bảo lưu mọi quyền.

© 2026 ZO Math zomath.vn 1 / 13

https://zomath.vn/content/kien_tao/diu_dang_va_gai_goc/diu_dang_va_gai_goc.html
https://zomath.vn/content/kien_tao/diu_dang_va_gai_goc/diu_dang_va_gai_goc.html
https://zomath.vn/content/kien_tao/diu_dang_va_gai_goc/diu_dang_va_gai_goc.html
https://zomath.vn/content/kien_tao/diu_dang_va_gai_goc/diu_dang_va_gai_goc.html


ZO Math Dịu dàng và gai góc

Nội dung

Dẫn nhập . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Dáng điệu 𝑝𝑛 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
Dáng điệu (𝑛𝑗) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
Định lý nhị thức . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
Bài tập . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

Dẫn nhập

Hai biểu thức này,

(1 + 𝑥)𝑛

và

1 + 𝑛𝑥 + (𝑛 − 1)𝑛
2 𝑥2 + (𝑛 − 2)(𝑛 − 1)𝑛

6 𝑥3 +⋯+ 𝑥𝑛,

chúng tuy hai mà một, tuy một mà hai. Mình nói “tuy hai mà một” là vì thoạt nhìn bề ngoài, chúng
trông rất khác nhau: một lũy thừa dịu dàng so với một tổng gai góc. Thế nhưng, thực chất chúng lại
có giá trị bằng nhau với mọi 𝑥. Điều đó có nghĩa là

(1 + 𝑥)𝑛 = 1 + 𝑛𝑥 + (𝑛 − 1)𝑛
2 𝑥2 + (𝑛 − 2)(𝑛 − 1)𝑛

6 𝑥3 +⋯+ 𝑥𝑛.

Đây chính là công thức khai triển nhị thức, được trình bày đầy đủ hơn trong mục Mục , cho thấy hai
biểu thức tưởng chừng quá khác biệt nhưng hóa ra chỉ là hai biểu hiện của cùng một giá trị.

Ngược lại, mình nói “tuy một mà hai” là vì mỗi biểu thức lại có vị trí và vai trò riêng trong những
ngữ cảnh khác nhau. Chẳng hạn, nếu bạn thay 𝑥 = 1 vào cả hai vế để tính toán, sự khác biệt sẽ bộc
lộ rõ ràng. Nhìn vào vế phải, bạn đối mặt với một phép tính dài dòng và phức tạp:

1 + 𝑛 ⋅ 1 + (𝑛 − 1)𝑛
2 ⋅ 12 + (𝑛 − 2)(𝑛 − 1)𝑛

6 ⋅ 13 +⋯+ 1𝑛.

Việc cộng từng hạng tử như vậy không chỉ tốn thời gian mà còn dễ dẫn đến những sai sót. Nhưng
nếu nhìn vào vế trái, (1 + 1)𝑛 = 2𝑛, bạn sẽ thấy một phép toán cực kỳ đơn giản, chỉ cần nâng 2 lên
lũy thừa 𝑛 là xong. Điều này cho thấy vế trái mang lại tiện lợi trong tính toán trực tiếp.

Tuy nhiên, vế phải lại tỏa sáng trong những tình huống khác, chẳng hạn khi cần ước lượng giá trị
gần đúng của vế trái với 𝑥 bé. Khi 𝑥 bé, các số hạng bậc cao hơn của nó là 𝑥2, 𝑥3, vâng vâng, ngày
càng bé hơn, nên bạn có thể dùng tổng một số số hạng đầu của vế phải để xấp xỉ cho vế trái1. Giả sử,
bạn muốn tính 1, 015, mà không dùng máy tính, bạn phải nhân 1,01 với chính nó 5 lần - một quá
trình khá mất thời gian.Kết quả chính xác là 1,0510100501, nhưng quá trình tính toán không đơn
giản. Bạn hãy dùng nhãn quan vế trái để quan sát con số này, bạn sẽ thấy 1, 015 = (1 + 0, 01)5, ở đây
𝑥 = 0, 01 và 𝑛 = 5. Áp dụng vế phải, bạn khai triển được:

(1 + 0, 01)5 = 1 + 5 ⋅ 0, 01 + 4 ⋅ 5
2 ⋅ (0, 01)2

+ 3 ⋅ 4 ⋅ 5
6 ⋅ (0, 01)3 + 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 5

24 ⋅ (0, 01)4 + (0, 01)5.

1Đây là một ý tưởng quan trọng trong giải tích và được ứng dụng trong nhiều bài toán thuộc các lĩnh vực khác như vật
lý (xấp xỉ hàm số), tài chính (lãi kép gần đúng).
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Nếu bạn dừng lại ở số hạng thứ hai của vế phải, bạn có 1, 015 ≈ 1, 05. Nếu bạn dừng lại ở số hạng
thứ ba của vế phải, bạn có 1, 015 ≈ 1, 051. Nếu bạn dừng lại ở số hạng thứ tư của vế phải, bạn có
1, 015 ≈ 1, 05101. Các kết quả này rất gần với giá trị thật 1, 0510100501, nhưng tính toán đơn giản
hơn nhiều. Điều này cho thấy vế phải phát huy vai trò vượt trội trong việc tính toán gián tiếp. Chính
thức hơn mà nói, vế phải cho phép bạn thấy rõ đóng góp của từng lũy thừa của 𝑥, hữu ích trong việc
nghiên cứu các hệ số hoặc mức độ ảnh hưởng của 𝑥.

Tóm lại, trong khi khi (1 + 𝑥)𝑛 lý tưởng cho việc tính toán chính xác và nhanh gọn khi có sự hỗ trợ
của công cụ tính toán hoặc khi 𝑥 lớn, thì vế phải tỏ ra vượt trội khi bạn cần phân tích, ước lượng,
hoặc làm việc với các giá trị nhỏ mà không cần độ chính xác tuyệt đối. Vì vậy, dù hai biểu thức này
thực chất là một về mặt giá trị, cách chúng được sử dụng lại tạo nên sự khác biệt rõ rệt, giống như
hai mặt của cùng một đồng xu.

Liên tưởng

Vậy nên, dịu dàng ẩn chứa gai góc, mà gai góc lại ôm trọn dịu dàng. Gặp một người dịu dàng,
hãy thử tìm hiểu nét sắc sảo ẩn sâu trong họ. Lại gần một người gai góc, đừng ngại khám phá sự
mềmmại họ giấu kín. Dịu dàng hay gai góc, mỗi thứ đều có nét duyên riêng, chỉ là bạn có đủ
tinh tế để nhận ra hay không.

Biểu thức (1 + 𝑥)2 là một trường hợp riêng của biểu thức (𝑥 + 𝑦)2 với 𝑦 = 1, nhưng khi biết dạng
khai triển của biểu thức trước vẫn có thể suy ra dạng khai triển của biểu thức sau. Để nhìn thấy điều
này, với 𝑥 ≠ 0, mình đã quan sát

(𝑥 + 𝑦)2 = 𝑥2 (1 +
𝑦
𝑥)

2

= 𝑥2 [1 + 2 (
𝑦
𝑥) + (

𝑦
𝑥)

2
]

= 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2.

Tương tự như vậy, mình cũng có

(𝑥 + 𝑦)𝑛 = 𝑥𝑛 (1 +
𝑦
𝑥)

𝑛
,

do đó, việc nghiên cứu dạng khai triển của (1 + 𝑥)𝑛 không làm mất tính tổng quát của bài toán.

Để ngắn gọn và đạt hiệu quả truyền đạt cao hơn trong khi lập luận, mình gọi 𝑝𝑛 là dạng khai triển
của (1 + 𝑥)𝑛. Ví dụ, 𝑝2 = 1 + 2𝑥 + 𝑥2 là dạng khai triển của (1 + 𝑥)2. Khi nói đến 𝑝2, mình nghĩ đến
1 + 2𝑥 + 𝑥2, không phải (1 + 𝑥)2 hay các dạng trung gian.

Để bài toán được hoàn thiện về mặt phát biểu, mình xác định hai trường hợp đặc biệt, (1 + 𝑥)0 = 1
theo qui ước và (1 + 𝑥)1 = 1 + 𝑥 là tầm thường. Kể từ đây, mình hiểu 𝑛 là một số nguyên không âm,
𝑝0 = 1 và 𝑝1 = 1 + 𝑥.

Bạn và mình có thể gọi việc khai triển biểu thức (1 + 𝑥)𝑛 hay (𝑥 + 𝑦)𝑛 là khai triển nhị thức vì biểu
thức 1 + 𝑥 hay 𝑥 + 𝑦 có dạng nhị thức. Mục tiêu là xác định 𝑝𝑛 và kết quả này được gọi là định lý nhị
thức.

Dáng điệu 𝑝𝑛
Có một sự thật mà đôi khi bạn và mình đã lãng quên, biểu thức (1 + 𝑥)𝑛 là cách viết ngắn gọn của
tích
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(1 + 𝑥)(1 + 𝑥)⋯ (1 + 𝑥)⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟
có 𝑛 thừa số

.

Căn cứ vào đấy, mình thấy rằng áp dụng luật phân phối của phép nhân đối với phép cộng là cách tự
nhiên nhất để khai triển (1 + 𝑥)𝑛 thành 𝑝𝑛. Vì thế, mình bắt đầu với trường hợp đơn giản nhất, tìm
𝑝2 theo cách đó,

(1 + 𝑥)2 = (1 + 𝑥)(1 + 𝑥)
= (1 + 𝑥)1 + (1 + 𝑥)𝑥
= 1 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥2

= 1 + 2𝑥 + 𝑥2.

Ở đây, nhị thức thứ nhất được nhân phân phối với từng số hạng của nhị thức thứ hai. Nói một cách
hình thức, việc tìm 𝑝2 được thực hiện bằng cách nhân phân phối 1 + 𝑥 với 𝑝1. Quá trình nhân phân
phối này được mô tả thông qua sơ đồ tại Hình 1.

1 + 𝑥

1 + 2𝑥 + 𝑥2

(1 + 𝑥)1

(1 + 𝑥)2

𝑝1

𝑝2

1 𝑥 1 𝑥1 + 𝑥 1 + 𝑥

Hình 1: Sơ đồ nhân phân phối (1 + 𝑥) với (1 + 𝑥) thu được 𝑝2.

Để tìm 𝑝3, thay vì trực tiếp nhân phân phối ba nhị thức, mình sẽ nhân phân phối 1 + 𝑥 với 𝑝2 đã tìm
được trước đó,

(1 + 𝑥)3 = (1 + 𝑥)(1 + 𝑥)2

= (1 + 𝑥)(1 + 2𝑥 + 𝑥2)
= (1 + 𝑥)1 + (1 + 𝑥)2𝑥 + (1 + 𝑥)𝑥2

= 1 + 𝑥 + 2𝑥 + 2𝑥2 + 𝑥2 + 𝑥3

= 1 + 3𝑥 + 3𝑥2 + 𝑥3.

Quá trình nhân phân phối này cũng được mô tả thông qua sơ đồ tại Hình 2.

1 + 2𝑥 + 𝑥2

1 + 3𝑥 + 3𝑥2 + 𝑥3(1 + 𝑥)3

(1 + 𝑥)2

𝑝3

𝑝2

1 𝑥 1 𝑥 1 𝑥1 + 𝑥 1 + 𝑥

Hình 2: Sơ đồ nhân phân phối (1 + 𝑥) với 𝑝2 thu được 𝑝3.

Nói chung, để tìm 𝑝𝑛, mình áp dụng qui tắc nhân phân phối cho biểu thức (1 + 𝑥)𝑝𝑛−1 tương tự như
đã làm ở trên. Minh họa chi tiết cho thủ thuật này được thể hiện qua sơ đồ tìm 𝑝5 tại Hình 3. Rồi bạn
sẽ thấy, nó chứa các hình mẫu xác định 𝑝𝑛.

Để chuẩn bị cho việc viết ra các hìnhmẫu đó, mình cầnmột số kí hiệu phù hợp. Gọi (𝑛𝑗), với 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛,
là hệ số của 𝑥𝑗 trong 𝑝𝑛. Định nghĩa (

𝑛
0) = (𝑛𝑛) = 1 với mọi 𝑛. Định nghĩa này hợp lý vì, với mọi 𝑛, 𝑝𝑛

có duy nhất số hạng 𝑥0 theo qui ước chính là 1 và có duy nhất số hạng 𝑥𝑛. Như vậy, (𝑛0) là hệ số của
𝑥0 và (𝑛𝑛) là hệ số của 𝑥

𝑛.
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1

1 + 𝑥

1 + 2𝑥 + 𝑥2

1 + 3𝑥 + 3𝑥2 + 𝑥3

1 + 4𝑥 + 6𝑥2 + 4𝑥3 + 𝑥4

1 + 5𝑥 + 10𝑥2 + 10𝑥3 + 5𝑥4 + 𝑥5

(1 + 𝑥)0

(1 + 𝑥)1

(1 + 𝑥)2

(1 + 𝑥)3

(1 + 𝑥)4

(1 + 𝑥)5

1 𝑥

1 𝑥 1 𝑥

1 𝑥 1 𝑥 1 𝑥

1 𝑥 1 𝑥 1 𝑥 1 𝑥

1 𝑥 1 𝑥 1 𝑥 1 𝑥 1 𝑥

Hình 3: Sơ đồ nhân phân phối 1 + 𝑥 với 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4 thu được 𝑝5.

Các hệ số (𝑛𝑗) sẽ được gọi là các hệ số nhị thức. Đây là cách gọi ngắn gọn, nếu mô tả đầy đủ hơn, nó
nên được gọi là các hệ số có trong đa thức khai triển của lũy thừa nhị thức mũ 𝑛. Mà tốt hơn, bạn và
mình nên quên cách gọi dài dòng này đi.

Ví dụ, 𝑝2 và 𝑝3 được viết lại theo các kí hiệu của hệ số nhị thức là 𝑝2 = (20) + (21)𝑥 + (22)𝑥
2 và

𝑝3 = (30) + (31)𝑥 + (32)𝑥
2 + (33)𝑥

3.

Sơ đồ tại Hình 3 gợi ý rằng, với mọi số nguyên không âm 𝑛, mình có thể viết 𝑝𝑛 là

𝑝𝑛 = (
𝑛
0
) + (

𝑛
1
)𝑥 +⋯+ (

𝑛
𝑛 − 1

)𝑥𝑛−1 + (
𝑛
𝑛
)𝑥𝑛. (1)

Bên cạnh đó, với 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, mình có

(
𝑛
𝑗
) = (

𝑛 − 1
𝑗 − 1

) + (
𝑛 − 1
𝑗

), (2)

và với 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, mình có

(
𝑛
𝑗
) = (

𝑛
𝑛 − 𝑗

). (3)

Để chứng minh các công thức trên, mình sử dụng phương pháp qui nạp.

Lấy 𝑝2 = 1 + 2𝑥 + 𝑥2 và 𝑝3 = 1 + 3𝑥 + 3𝑥2 + 𝑥3 làm cơ sở qui nạp, vì dễ dàng kiểm chứng chúng
thỏa mãn các Công thức Phương trình 1, Phương trình 2 và Phương trình 3.

Xem Công thức Phương trình 1 và Phương trình 2 là các giả thiết qui nạp, áp dụng chúng để có phép
biến đổi

(1 + 𝑥)𝑝𝑛 = (1 + 𝑥)(
𝑛
0
) + (1 + 𝑥)(

𝑛
1
)𝑥 +⋯+ (1 + 𝑥)(

𝑛
𝑛 − 1

)𝑥𝑛−1 + (1 + 𝑥)(
𝑛
𝑛
)𝑥𝑛

= (
𝑛
0
) + [(

𝑛
0
) + (

𝑛
1
)] 𝑥 +⋯+ [(

𝑛
𝑛 − 1

) + (
𝑛
𝑛
)] 𝑥𝑛 + (

𝑛
𝑛
)𝑥𝑛+1

= (
𝑛 + 1
0

) + (
𝑛 + 1
1

)𝑥 +⋯+ (
𝑛 + 1
𝑛

)𝑥𝑛 + (
𝑛 + 1
𝑛 + 1

)𝑥𝑛+1.
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Đây chính là kết luận qui nạp cần rút ra cho hai công thức Phương trình 1 và Phương trình 2, với lưu
ý (𝑛+10 ) được viết thay cho (𝑛0) là vì cả hai đều bằng 1 theo định nghĩa. Tương tự, (

𝑛
𝑛) được thay bởi

(𝑛+1𝑛+1) với cùng lý do.

Áp dụng công thức Phương trình 2, mà ở trên vừa chứng minh xong, để chỉ ra

(
𝑛 + 1
𝑗

) = (
𝑛

𝑗 − 1
) + (

𝑛
𝑗
)

và

(
𝑛 + 1

𝑛 + 1 − 𝑗
) = (

𝑛
𝑛 − 𝑗

) + (
𝑛

𝑛 + 1 − 𝑗
).

Theo giả thiết qui nạp Phương trình 3, mình có (𝑛𝑗) = ( 𝑛
𝑛−𝑗) với 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. Điều này cũng ngụ ý rằng

nếu 0 ≤ 𝑗 − 1 ≤ 𝑛 thì ( 𝑛
𝑗−1) = ( 𝑛

𝑛−(𝑗−1)). Vậy, suy ra

(
𝑛 + 1
𝑗

) = (
𝑛 + 1

𝑛 + 1 − 𝑗
).

Đây chính là kết luận qui nạp dành cho công thức Phương trình 3. □

Kết thúc mục này tại đây, mình tạm kết luận rằng, khi viết dưới dạng tổng sigma (xích-mơ), 𝑝𝑛 có
dạng

𝑝𝑛 =
𝑛
∑
𝑗=0

(
𝑛
𝑗
)𝑥𝑗 .

Tuy nhiên, bạn nên lưu ý, công thức này vẫn chưa hoàn chỉnh. Bởi vì các hệ số nhị thức (𝑛𝑗) chứa
trong nó, ngoài hai tính chất Phương trình 2 và Phương trình 3, vẫn chưa có một công thức tường
minh để tính toán chúng. Cả hai công thức kia đều thể hiện tính chất truy hồi hoặc đối xứng của các
hệ số nhị thức, nhưng không cung cấp một cách tính trực tiếp và rõ ràng các giá trị của chúng. Trong
mục tiếp theo, chúng ta sẽ cố gắng giải quyết vấn đề này.

Dáng điệu (𝑛𝑗)

Nhờ vào công thức Phương trình 2, mình có thể tiếp tục mở rộng chân tháp tại Hình 3. Ví dụ, mình
có thể lần lượt viết thêm các 𝑝6, 𝑝7, 𝑝8 và 𝑝9. Để đơn giản, lần này mình chỉ viết các hệ số, kết quả
được hiển thị tại Hình 4. Thay thế các con số cụ thể bằng các kí hiệu, mình có được Hình 5, trong đó
các kí hiệu giúp dễ dàng theo dõi các qui luật hình thành tháp mà đôi khi các con số cụ thể chưa thể
hiện được.

Tháp tại Hình 4 còn có thể mở rộng vô hạn về phía đáy chỉ bằng cách sử dụng phép cộng để viết tiếp
các 𝑝10, 𝑝11, vân vân. Tuy nhiên, khi 𝑛 tăng lên, khối lượng cần ghi chú ngày càng lớn, điều này bộc
lộ hạn chế khi muốn viết một 𝑝𝑛 với 𝑛 lớn. Như đã thấy, mình cần viết từ 𝑝0 đến 𝑝8 trước khi có thể
viết 𝑝9, và tương tự, cần viết từ 𝑝0 đến 𝑝𝑛−1 trước khi viết 𝑝𝑛. Về mặt lý thuyết, điều này có thể thực
hiện được, nhưng trong thực tế, công việc trở nên quá nhàm chán, mặc dù chỉ đơn giản là phép cộng
và ghi chú.

Chưa hoàn hảo chưa ngừng cải tiến. mình tự hỏi liệu có cách nào để viết trực tiếp 𝑝𝑛 hay không? Cụ
thể hơn, liệu có tồn tại công thức tính (𝑛𝑗) thông qua (

𝑛
𝑗−1) hay không?
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1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

𝑛 = 0

𝑛 = 1

𝑛 = 2

𝑛 = 3

𝑛 = 4

𝑛 = 5

𝑛 = 6

𝑛 = 7

𝑛 = 8

𝑛 = 9

Hình 4: Trong các văn bản toán học, tháp này
thường được gọi là tam giác Pascal (Pát-can) (Ed-
wards 2019).

𝑛 = 0 (00)

𝑛 = 1 (10) (11)

𝑛 = 2 (20) (21) (22)

𝑛 = 3 (30) (31) (32) (33)

𝑛 = 4 (40) (41) (42) (43) (44)

𝑛 = 5 (50) (51) (52) (53) (54) (55)

𝑛 = 6 (60) (61) (62) (63) (64) (65) (66)

𝑛 = 7 (70) (71) (72) (73) (74) (75) (76) (77)

𝑛 = 8 (80) (81) (82) (83) (84) (85) (86) (87) (88)

𝑛 = 9 (90) (91) (92) (93) (94) (95) (96) (97) (98) (99)

Hình 5: Tháp hệ số nhị thức dạng kí hiệu.

Mình đã quan sát dãy hệ số của 𝑝5 bao gồm (50) = 1, (51) = 5, (52) = 10, (53) = 10, (54) = 5, (55) = 1. Lấy
các hệ số này nhân với các số mũ tương ứng của 𝑥, sẽ thu được kết quả như ở cột bên trái dưới đây.
Mặt khác, theo công thức Phương trình 3, từ cột bên trái, mình cũng viết được cột bên phải.

0 ⋅ (
5
0
) = 0 (5 − 5) ⋅ (

5
5
) = 0

1 ⋅ (
5
1
) = 5 (5 − 4) ⋅ (

5
4
) = 5

2 ⋅ (
5
2
) = 20 (5 − 3) ⋅ (

5
3
) = 20

3 ⋅ (
5
3
) = 30 (5 − 2) ⋅ (

5
2
) = 30

4 ⋅ (
5
4
) = 20 (5 − 1) ⋅ (

5
1
) = 20

5 ⋅ (
5
5
) = 5 (5 − 0) ⋅ (

5
0
) = 5

Bây giờ, mình bỏ đi dòng đầu tiên của cả hai cột và viết nghịch đảo lại cột bên phải, mình thu được
hai cột như dưới đây.

1 ⋅ (
5
1
) = 5 (5 − 0) ⋅ (

5
0
) = 5

2 ⋅ (
5
2
) = 20 (5 − 1) ⋅ (

5
1
) = 20

3 ⋅ (
5
3
) = 30 (5 − 2) ⋅ (

5
2
) = 30

4 ⋅ (
5
4
) = 20 (5 − 3) ⋅ (

5
3
) = 20

5 ⋅ (
5
5
) = 5 (5 − 4) ⋅ (

5
4
) = 5

Từ quan sát như vậy, mình đưa ra giả thiết qui nạp là, với 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛,
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𝑗(
𝑛
𝑗
) = (𝑛 − 𝑗 + 1)(

𝑛
𝑗 − 1

). (4)

Cơ sở qui nạp là bất kì trường hợp nào được liệt kê trong tháp hệ số ở Hình 4, cũng như trường hợp
vừa xét qua ở trên, các hệ số của 𝑝5.

Sử dụng công thức Phương trình 2 kết hợp với giả thiết qui nạp là công thức Phương trình 4 để có hai
phép biến đổi

(
𝑛 + 1
𝑗

) = (
𝑛

𝑗 − 1
) + (

𝑛
𝑗
)

= (
𝑛

𝑗 − 1
) +

𝑛 − 𝑗 + 1
𝑗 (

𝑛
𝑗 − 1

)

= 𝑛 + 1
𝑗 (

𝑛
𝑗 − 1

)

và

(
𝑛 + 1
𝑗 − 1

)
𝑛 − 𝑗 + 2

𝑗 = [(
𝑛

𝑗 − 2
) + (

𝑛
𝑗 − 1

)]
𝑛 − 𝑗 + 2

𝑗

= [
𝑗 − 1

𝑛 − 𝑗 + 2(
𝑛

𝑗 − 1
) + (

𝑛
𝑗 − 1

)]
𝑛 − 𝑗 + 2

𝑗

= 𝑛 + 1
𝑗 (

𝑛
𝑗 − 1

).

Từ đây, mình suy ra kết luận qui nạp là

𝑗(
𝑛 + 1
𝑗

) = (𝑛 − 𝑗 + 2)(
𝑛 + 1
𝑗 − 1

).□

Để xây dựng tháp hệ số như tại Hình 4, công thức Phương trình 2 cho phép mình tiến hành theo
chiều dọc và công thức Phương trình 4 cho phép mình tiến hành theo chiều ngang. Nương theo chiều
hướng suy luận như thế, một câu hỏi hợp lý phát sinh là liệu có thể tiến hành theo các đường chéo
được hay không? Diễn đạt toán học cho câu hỏi này là liệu có thể tính được (𝑛𝑗) hoặc thông qua (

𝑛−1
𝑗−1)

- đường chéo hướng từ trái sang phải, hoặc thông qua (𝑛−1𝑗 ) - đường chéo còn lại, hay không?

Câu trả lời là có thể, bạn hãy xem hai phép biến đổi dưới đây. Với 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1, mình có

(
𝑛
𝑗
) = (

𝑛 − 1
𝑗 − 1

) + (
𝑛 − 1
𝑗

)

= (
𝑛 − 1
𝑗 − 1

) +
𝑛 − 𝑗
𝑗 (

𝑛 − 1
𝑗 − 1

)

= 𝑛
𝑗 (
𝑛 − 1
𝑗 − 1

)

và
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(
𝑛
𝑗
) = (

𝑛 − 1
𝑗 − 1

) + (
𝑛 − 1
𝑗

)

=
𝑗

𝑛 − 𝑗(
𝑛 − 1
𝑗

) + (
𝑛 − 1
𝑗

)

= 𝑛
𝑛 − 𝑗(

𝑛 − 1
𝑗

).□

Chúng ta kết luận, với 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1,

(
𝑛
𝑗
) = 𝑛

𝑗 (
𝑛 − 1
𝑗 − 1

) (5)

và

(
𝑛
𝑗
) = 𝑛

𝑛 − 𝑗(
𝑛 − 1
𝑗

). (6)

Mở rộng

Quan sát các bước biến đổi dẫn đến hai đẳng thức trên, mình thấy rằng phép dựng tháp hệ số
nhị thức theo đường chéo là sự kết hợp của hai phép dựng theo chiều dọc và chiều ngang. Với
các số Stirling (Sơ-linh) loại hai, mình có thể thấy những tính chất tương tự như với các hệ số
nhị thức hay không? Việc áp dụng và mở rộng ý tưởng này liệu có mang lại những kết quả thú
vị khác trong toán học hay không?

Lưu ý

Bạn và mình phải cùng lưu ý điểm này. Cách nói chiều dọc, chiều ngang, đường chéo trái và
đường chéo phải chỉ là tương đối, vì tam giác Pascal tại Hình 4 không phải là cách trình bày duy
nhất, xem Hình 6, thậm chí ngay cả Pascal cũng không viết như thế (Edwards 2019). Do đó,
mấy chữ mở rộng ý tưởng ở đoạn trước là quan trọng, nó được hiểu là cần có sự linh hoạt trong
cách trình bày và sự tương đồng giữa các hình thức diễn đạt, tương tự như cách chúng ta xem
xét điểm trong không gian nhiều chiều dựa trên khái niệm điểm trong không gian ba chiều và
điểm trên mặt phẳng hai chiều.

Quay trở lại với vấn đề đang cần giải quyết, mình tiếp tục đặt ra câu hỏi sâu hơn, có một công thức
tổng quát để tính (𝑛𝑗) chỉ phụ thuộc vào 𝑛 và 𝑗mà không cần dựa vào các hệ số khác hay không?

Câu hỏi này quan trọng bởi nếu có một công thức tổng quát như vậy, mình có thể tính trực tiếp các
hệ số nhị thức mà không cần sử dụng các hệ số nhị thức khác làm trung gian. Điều này sẽ giúp tiết
kiệm thời gian và công sức, đặc biệt là khi làm việc với các hệ số nhị thức lớn. Hơn nữa, điều quan
trọng là một công thức như vậy sẽ cung cấp một cái nhìn sâu sắc hơn về bản chất của các hệ số nhị
thức và mối quan hệ giữa chúng với 𝑛 và 𝑗.

Căn cứ vào công Phương trình 5, xét phép biến đổi
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1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

𝑛 = 0

𝑛 = 1

𝑛 = 2

𝑛 = 3

𝑛 = 4

𝑛 = 5

𝑛 = 6

𝑛 = 7

𝑛 = 8

𝑛 = 9

Hình 6: Một cách viết khác của tam giác Pascal.

(
𝑛
𝑗
) = 𝑛

𝑗 (
𝑛 − 1
𝑗 − 1

)

= 𝑛
𝑗
𝑛 − 1
𝑗 − 1 (

𝑛 − 2
𝑗 − 2

)

= 𝑛
𝑗
𝑛 − 1
𝑗 − 1 ⋯

𝑛 − 𝑗 + 1
1 (

𝑛 − 𝑗
0

)

=
𝑛(𝑛 − 1)⋯ (𝑛 − 𝑗 + 1)

𝑗(𝑗 − 1)⋯1
.

Với các công thức Phương trình 2, Phương trình 4, Phương trình 5 và Phương trình 6, mình có thể
tính một hệ số nhị thức thông qua các hệ số nhị thức khác ở xung quanh. Nhưng với công thức vừa
tìm được, mình có thể tính trực tiếp một hệ số nhị thức chỉ cần biết vị trí của nó trong tháp ở Hình 5.
Nói cách khác là bây giờ mình đã có thể tính được hệ số của bất kì 𝑥𝑗 với 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 khi khai triển
(1 + 𝑥)𝑛 với 𝑛 tùy ý. Ví dụ, hệ số của 𝑥6 khi khai triển (1 + 𝑥)9 là

(
9
6
) = 9 ⋅ 8 ⋅ 7 ⋅ 6 ⋅ 5 ⋅ 4

6 ⋅ 5 ⋅ 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 84.

Hãy đối chiếu kết quả này với con số tại vị trí thứ bảy thuộc dòng thứ mười trong tháp ở Hình 4 để
xác nhận kết quả.

Định nghĩa 0! = 1 và 𝑛! = 𝑛 ⋅ (𝑛 − 1)⋯1. Gọi vế trái của mỗi đẳng thức lần lượt là 0 giai thừa và 𝑛
giai thừa. Công thức tính hệ số nhị thức vừa tìm được ở trên viết theo định nghĩa này có dạng

(
𝑛
𝑗
) = 𝑛!

𝑗!(𝑛 − 𝑗)!
. (7)
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Định nghĩa 0! = 1 là hợp lý, vì nó biểu diễn được hai trường hợp đặc biệt là (𝑛0) =
𝑛!

0!(𝑛−0)!
= 𝑛!

0!𝑛!
= 1

và (𝑛𝑛) =
𝑛!

𝑛!(𝑛−𝑛)!
= 𝑛!

𝑛!0!
= 1.

Công thức Phương trình 7 là một bất ngờ vì nó cho thấy rằng các hệ số nhị thức thực sự liên quan
đến một công thức có ý nghĩa quan trọng trong lý thuyết tổ hợp. Cụ thể, công thức này còn được biết
đến khi cần đếm số tập con 𝑗 phần tử của tập 𝑛 phần tử, hay số cách chọn 𝑗 phần tử không kể thứ tự
từ 𝑛 phần tử. Do đó mình có thể gọi (𝑛𝑗) là 𝑛 chọn 𝑗 hay số tổ hợp chập 𝑗 của 𝑛. Vì sao lại có mối liên
hệ này giữa hệ số nhị thức và số tổ hợp?

Ví dụ, trong khai triển (1 + 𝑥)3 = (30) + (31)𝑥 + (32)𝑥
2 + (33)𝑥

3, hệ số (32) chính là số lượng 𝑥
2 có trong

tích (1 + 𝑥)(1 + 𝑥)(1 + 𝑥). Mặt khác, nó cũng có thể được hiểu là số cách chọn hai phần tử 𝑥 từ ba
phần tử là các thừa số ở vế trái để viết một số hạng là tích ba thừa số ở vế phải, bao gồm hai thừa số 𝑥
và một thừa số 1. Điều này thể hiện qua cách viết khai triển chưa rút gọn của (1 + 𝑥)3 như sau

(1 + 𝑥)(1 + 𝑥)(1 + 𝑥) = 1 ⋅ 1 ⋅ 1 + 𝑥 ⋅ 1 ⋅ 1 + 1 ⋅ 𝑥 ⋅ 1 + 𝑥 ⋅ 𝑥 ⋅ 1
+ 1 ⋅ 1 ⋅ 𝑥 + 𝑥 ⋅ 1 ⋅ 𝑥 + 1 ⋅ 𝑥 ⋅ 𝑥 + 𝑥 ⋅ 𝑥 ⋅ 𝑥.

Tổng quát, (𝑛𝑗) là số cách chọn 𝑗 phần tử 𝑥 từ 𝑛 phần tử là các thừa số của tích

(1 + 𝑥)(1 + 𝑥)⋯ (1 + 𝑥)⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟
có 𝑛 thừa số

.

Định lý nhị thức

Giờ đây bạn và mình đã có đủ chất liệu để phát biểu định lý nhị thức, tổng hợp lại những kiến thức
đã phát hiện được trong quá trình khai triển lũy thừa (1 + 𝑥)𝑛 đã tiến hành.

Định lý nhị thức

Lũy thừa nguyên không âm 𝑛 của nhị thức 1 + 𝑥 được khai triển thành tổng có dạng

(1 + 𝑥)𝑛 = (
𝑛
0
) + (

𝑛
1
)𝑥 +⋯+ (

𝑛
𝑛 − 1

)𝑥𝑛−1 + (
𝑛
𝑛
)𝑥𝑛

hoặc viết dưới dạng tổng sigma là

(1 + 𝑥)𝑛 =
𝑛
∑
𝑗=0

(
𝑛
𝑗
)𝑥𝑛.

Trong đó, (𝑛𝑗) được gọi là các hệ số nhị thức và được xác định bằng công thức

(
𝑛
𝑗
) = 𝑛!

𝑗!(𝑛 − 𝑗)!
=
𝑛(𝑛 − 1)⋯ (𝑛 − 𝑗 + 1)

𝑗(𝑗 − 1)⋯1
,

với qui ước 0! = 1. Các hệ số nhị thức này có các tính chất
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(
𝑛
𝑗
) = (

𝑛 − 1
𝑗 − 1

) + (
𝑛 − 1
𝑗

),

(
𝑛
𝑗
) = (

𝑛
𝑛 − 𝑗

),

(
𝑛
𝑗
) =

𝑛 − 𝑗 + 1
𝑗 (

𝑛
𝑗 − 1

),

(
𝑛
𝑗
) = 𝑛

𝑗 (
𝑛 − 1
𝑗 − 1

),

(
𝑛
𝑗
) = 𝑛

𝑛 − 𝑗(
𝑛 − 1
𝑗

).

Như đã đề cập ở Mục , nếu 𝑥 ≠ 0, mình có thể khai triển lũy thừa (𝑥 + 𝑦)𝑛 bằng cách áp dụng dạng
khai triển của (1 + 𝑥)𝑛 như sau

(𝑥 + 𝑦)𝑛 = 𝑥𝑛 [1 + (
𝑦
𝑥)]

𝑛

= 𝑥𝑛
𝑛
∑
𝑗=0

(
𝑛
𝑗
) (

𝑦
𝑥)

𝑗

=
𝑛
∑
𝑗=0

(
𝑛
𝑗
)𝑥𝑛−𝑗𝑦𝑗 .

Mặt khác, do 𝑥 và 𝑦 có vai trò như nhau trong biểu thức (𝑥 + 𝑦)𝑛 nên có thể viết

(𝑥 + 𝑦)𝑛 =
𝑛
∑
𝑗=1

(
𝑛
𝑗
)𝑥𝑗𝑦𝑛−𝑗 .

Đây là phiên bản quen thuộc và thường được sử dụng khi trình bày định lý nhị thức.

Bài tập

Bài tập 0.1. Bạn có thể viết tiếp số hạng chứa 𝑥4 của vế phải không?

Bài tập 0.2. Một tập hợp có 𝑛 phần tử thì có bao nhiêu tập con, kể cả tập rỗng và chính nó?

Bài tập 0.3. Bạn hãy chứng minh lại các đẳng thức trên bằng công thức tính hệ số nhị thức mới tìm
được.

Bài tập 0.4. Chứng minh

(
2𝑛
0
) − (

2𝑛
2
) + (

2𝑛
4
) −⋯+ (−1)𝑛(

2𝑛
2𝑛
) = 2𝑛 cos 𝑛𝜋2 .

Sự hiện diện của cos 𝑛𝜋
2
trong đẳng thức này gợi lên trong bạn những suy nghĩ gì?

Bài tập 0.5. Cho 𝑛 là số nguyên không âm, chứng minh rằng khi 𝑛 tăng vô hạn,∑𝑛
𝑗=0

1
𝑗!
và (1 + 1

𝑛
)
𝑛

cùng hội tụ về một giới hạn. Được biết giới hạn đó chính là số e = 2, 718….

Edwards, A.W. F. 2019. Pascal’s Arithmetical Triangle: The Story of aMathematical Idea. Dover edition.
Dover Publications, Inc.
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